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บทคัดย่อ 
 

วิทยานิพนธ์ฉบับนี้ น าเสนอการออกแบบตัวควบคุมเสถียรภาพของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม 
ซึ่งระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมเป็นระบบไม่เป็นเชิงเส้นและไม่เสถียรภาพ ตัวควบคมุการรักษาเสถียร- 
ภาพของระบบ จะถูกออกแบบด้วยหลกัการควบคุมแบบโมเดลเรฟเฟอร์เรนซ์อะแดปทีฟ (Model 
Reference Adaptive Control) ซึ่งเป็นตัวควบคุมแบบปรับตัวได้จะท าให้ค่าอัตราขยายที่ได้จากระบบ
แบบป้อนกลับมีการปรับค่าตัวเองตามสภาพของระบบ ซึ่งต่างจากการควบคุมทีม่ีค่าอัตราขยายคงที ่
ท าให้ระบบมคีวามยืดหยุ่นมากยิ่งขึ้น  

ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ ใช้ระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมและรถรางซึ่งเคล่ือนที่อยู่บนรางเล่ือน
ระบบที่ใช้ในการทดลองจะประกอบไปด้วยชุดเพนดูลัมที่ปลายมีจุดหมุนยึดติดกับตวัรถราง ตัวราง
เลื่อนใช้เซอร์โวมอเตอร์ในการขับเคลื่อนและใช้เอนโค๊ดเดอร์วัดต าแหน่งการเคลื่อนที่ นอกจากนี้ยัง
ใช้กล้องความเร็วสูงในการตรวจจับต าแหน่งปลายของเพนดูลัมเพื่อวัดมุมเอียง ซึ่งแตกต่างจากการวัด
มุมเอียงของเพนดูลัมโดยทัว่ไปซึ่งจะใชเ้อนโค๊ดเดอร์ ส่วนการทดลองแบ่งเป็นสองส่วนคือ การรักษา
เสถียรภาพของระบบและการติดตามต าแหน่งของรถราง โดยเปรียบเทียบระหว่างตวัควบคุม Model 
Reference Adaptive Control (MRAC) และตัวควบคุม Linear Quadratic Regulator (LQR) ซึ่งเป็นตัว
ควบคุมแบบมคี่าอัตราขยายคงที ่ 

จากผลการทดลองพบว่าตัวควบคุม LQR และ MRAC สามารถควบคุมใหเ้พนดูลัมรักษา
เสถียรภาพไวไ้ด้ ส่วนการทดลองการติดตามต าแหน่งเมือ่พิจารณาต าแหน่งการเคลื่อนที่ของรถราง ตัว
ควบคุม MRAC สามารถควบคุมให้รถรางติดตามต าแหน่งได้ใกล้เคียงและคงที่เมื่อเปรียบเทียบกับ
ต าแหน่งอ้างองิมากกว่าตัวควบคุม LQR ซึ่งต าแหน่งการเคลื่อนที่ของรถรางมีการเหลื่อมล้ าและไม่
คงทีเ่มื่อเปรียบเทียบกับต าแหน่งอ้างอิง แสดงให้เห็นว่าตัวควบคุม MRAC ท่ีมีค่าอัตราขยายปรับตัวได้ 
สามารถควบคุมต าแหน่งไดใ้กล้เคียงกว่าตัวควบคุม LQR ท่ีมีค่าอัตราขยายคงที ่
ค าส าคัญ : อินเวอร์ทเพนดูลัม, ระบบไม่เปน็เชิงเส้น, โมเดลเรฟเฟอร์เรนซ์อะเดฟทีฟคอนโทรล 
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ABSTRACT 
 

This thesis presents the controller design for stabilizing the inverted pendulum system 

which is nonlinear and unstable system. Model Reference Adaptive Control (MRAC) technique was 

designed for controlled the inverted pendulum system. MRAC technique was designed for control 

the pendulum system. The adaptive controller will adapt the gain of state feedback system which is 

difference from the fixed gain controller and makes the system more flexible. 

In this thesis the system used in this experiment was compounded of the inverted pendulum 

which connects with the linear drive transmission. The linear drive transmission was drived by 

servomotor and measured the position by encoder. Besides, a high speed camera was used to 

measure the tilt angle of the pendulum which unlike a general measure which will be used encoder. 

The experiments can be divided into 2 parts as stabilizing the system and tracking the position of 

linear drive transmission which their results were compared between MRAC controller and the LQR 

controller which is the fixed gain controller.  

From the experiments shown that the LQR and MRAC controllers can stabilize the inverted 
pendulum into upright the position. As for the tracking position result, MRAC can control the 
position of the cart close to the reference position than the LQR controller which denotes that the 
adaptive gain controller is able to adjust the gain for controller the position better than the fixed gain 
controller. 

 
Keywords : Inverted Pendulum, Nonlinear System, Model Reference Adaptive Control 
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บทที่ 1 
บทน ำ 

 
1.1 ควำมเป็นมำและควำมส ำคัญของปัญหำ 

ปัจจุบันระบบการควบคุมต่างๆมีบทบาทและความส าคัญมากขึ้น ดังจะเหน็ได้จากการน า
ระบบการควบคุมไปใช้ในงานอุตสาหกรรมต่างๆ ต่อมาระบบมีความซับซ้อนมากขึ้นซึ่งส่วนใหญ่เป็น
ระบบที่ไม่มีเสถียรภาพ เช่น การควบคุมแขนหุ่นยนต์ การควบคุมมอเตอร์ หรืองานควบคุม
เครื่องจักรกลในด้านอุตสาหกรรม เป็นต้น ซึ่งระบบและเครื่องจักรดังกล่าวเป็นระบบที่มีความ
ซับซ้อนและไม่เป็นเชิงเส้น ดังนั้นในปัจจุบันจึงเกดิทฤษฏีการควบคุมขึ้นมากมายเพื่อให้สามารถ
ควบคุมอุปกรณ์ดังกล่าวได้อย่างมีประสิทธิภาพ  

ในการศึกษาระบบที่ไม่มีเสถียรภาพ ระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมเป็นเครือ่งมือที่ได้รบัความนิยม
ในน ามาศกึษาระบบควบคุมในงานทางด้านวิศวกรรม เนื่องจากระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมเป็นระบบที่มี
ข้อศึกษาอยูห่ลายประการ เช่น ระบบที่ไม่เป็นเชิงเส้น ไม่มีเสถียรภาพ เป็นตน้ จึงเหมาะแก่การน ามา
ศึกษาเพื่อออกแบบตัวควบคมุ ซึ่งหัวข้อหลักในการท าการทดลองกับระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมจะมีอยู่
สองข้อคือ การเหวีย่งให้เพนดูลัมขึ้นสู่จุดสูงสุด และการเล้ียงให้เพนดูลัมตั้งตรงอยู่ได้ ณ จดุสมดุล  

ในการวิจัยระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมผู้วิจยัได้น าระบบอนิเวอร์ทเพนดูลัมและรถราง มาใช้ใน
การทดลองเนื่องจากได้รับความนิยมและเป็นการศึกษาระบบที่ไม่ซับซ้อนมากนัก เพื่อให้เขา้ใจต่อ
ระบบการท างานของระบบที่ไม่มีเสถียรภาพได้โดยง่าย นอกจากนี้ยังได้น ากล้องความเร็วสูงซึ่งใช้ใน
อุตสาหกรรมมาใช้ในการวัดมุมเอียงของเพนดูลัม เพื่อเป็นการประยุกต์การน าข้อมูลภาพมาใชใ้นงาน
ระบบควบคุม โดยใชก้ารจับต าแหน่งปลายของเพนดูลัมเพื่อวัดมุมเอียงของเพนดูลัมขณะเคลื่อนที ่

ตัวควบคุมที่มักน ามาใช้ในการควบคุมระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมในปัจจุบันมีอยู่มากมาย เช่น 
ตัวควบคุมพีไอดี (PID control) ตัวควบคุมแบบสถานะป้อนกลับ (Feedback control) ตัวควบคุมแบบ
ไม่เป็นเชิงเส้น (Nonlinear control) ตัวควบคุมแบบฟัซซีลอจิก (Fuzzy logic control) ตัวควบคุมแบบ
โรบัส (Robust control) เป็นต้น 

วิทยานิพนธ์ฉบับนี้ น าเสนอการออกแบบตัวควบคมุส าหรับระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมและ
รถราง ซึ่งเป็นระบบที่ไม่เป็นเชิงเส้นและไม่มีเสถียรภาพ ระบบมกีารเปลี่ยนแปลงของค่าพารามิเตอร์
แปรไปตามสภาพแวดล้อม ดังนั้นผู้ท าวิจัยได้น าตวัควบคุมชนิด Model Reference Adaptive Control 
(MRAC) ซึ่งเป็นตัวควบคมุแบบมีค่าอัตราขยายปรับตวัแปรผันตามสภาพของตัวแปรในระบบ ซึ่ง
แตกต่างจากตวัควบคุมแบบท่ีมีค่าอัตราขยายคงท่ีท่ีจะมีคา่อัตราขยายเพยีงค่าเดียว เพื่อที่จะใช้ในการ
ควบคุมระบบดังกล่าว ดังนั้นเพื่อทดสอบประสิทธิภาพตัวควบคุมทีม่ีค่าอัตราขยายปรับตัวเองได้และ
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ตัวควบคุมที่มอีัตราขยายคงที่ จึงได้น าตัวควบคุมสถานะป้อนกลับซ่ึงออกแบบโดยใช้ทฤษฏ ี Linear 
quadratic regulator (LQR) เพื่อน ามาเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการควบคุมระบบอินเวอร์ทเพน-
ดูลัม และเนื่องจากระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมมีตัวแปรสถานะบางตัวที่ไม่ทราบค่าจึงได้ใช้ตวัสังเกต 
(Observer) มาช่วยในการประมาณค่า (Estimate) ตัวแปรสถานะให้ครบทุกตัวเพื่อน าไปใชใ้นการ
ควบคุม  
 

1.2 ควำมมุ่งหมำยและวัตถุประสงค์ของกำรศึกษำ 
1.2.1 เพื่อศึกษาการออกแบบตัวควบคุมระบบอนิเวอร์ทเพนดูลัม โดยใช้หลักการควบคุม 

MRAC และ LQR  
1.2.2 เพื่อศึกษาการหาแบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตร ์ ของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมและ

จ าลองการควบคุมโดยใช้โปรแกรม MATLAB 
1.2.3 เพื่อศึกษาการประยุกต์ใช้กลอ้งในงานควบคุมอัตโนมัต ิ

 

1.3 ขอบเขตกำรวิจัย 
1.3.1 ศึกษาโครงสร้างและหาแบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตร ์ ของระบบอินเวอร์ทเพน-

ดูลัม โดยใช้สมการลากรองจ์ (Lagrange’s equation) ในการหาแบบจ าลองสมการทาง
คณิตศาสตร์ 

1.3.2 ออกแบบตัวควบคุม LQR และ MRAC ส าหรับระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม และ
เปรียบเทียบผลการทดลองระหว่างตัวควบคุมทั้งสอง 

1.3.3 ใช้ระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมและรถรางบนรางเล่ือน และตัวรางเล่ือนมคีวามยาว 0.55 m 
1.3.4 ใช้กล้องดิจิตอลความเร็วสูงในการวัดมุมเอยีงของเพนดูลัม ภายใต้สภาวะแสงที่มีการ

ควบคุมภายในห้องปฏิบัติการ 
1.3.5 จ าลองการควบคุมระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมโดยใช้โปรแกรม MATLAB และน าไปใช้

กับชุดการทดลองจริง 

 
1.4 รำยละเอยีดของวิทยำนิพนธ์ 
 ในวิทยานพินธ์ฉบับนี้แบ่งออกเป็น 5 บท โดยมีรายละเอียดดังนี ้

บทท่ี 1 กล่าวถึงรายละเอียดความเป็นมาและความส าคัญของการท าวจัิย     ความมุ่งหมายและ
วัตถุประสงค์ของการวิจยั ขอบเขตการวิจยั และรายละเอียดการท าวิจัยในแต่ละบท 

บทท่ี 2 กล่าวถึงงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง และทฤษฎีที่เกี่ยวข้องต่างๆ  
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บทท่ี 3 กล่าวถึงขั้นตอนการทดลอง        รายละเอียดอุปกรณ์ที่ใช้ในการทดลอง           ระบบ
สัญญาณการควบคุมของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมที่ใชใ้นการทดลอง     การหาแบบจ าลองสมการทาง
คณิตศาสตร์ของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม      รายละเอียดการออกแบบตัวควบคุม       MRAC      และ 
LQR 

บทท่ี 4 กล่าวถึงผลการทดลอง  ผลการจ าลองโดยน าเอาตวัควบคุมที่ได้ออกแบบไว้ มาจ าลอง
การควบคุมโดยใช้โปรแกรม MATLAB และผลการทดลองตัวควบคุมกับชุดการทดลองจริง 

บทท่ี 5 สรุปผลการทดลองและข้อเสนอแนะ         พร้อมทั้งเสนอแนวทางในการพัฒนาระบบ
อินเวอร์ทเพนดูลัม 

เอกสารอ้างอิง หนังสือ งานจวิัยที่เกี่ยวข้องและใชใ้นการอ้างอิง 
ภาคผนวก ในส่วนนี้จะกล่าวถึงรายละเอยีดอุปกรณ์ทีใ่ชใ้นการทดลอง  โปรแกรมที่ใช้ในการ

ทดลอง ผลงานวิจัยตีพิมพเ์ผยแพร่ และประวัติผู้เขยีน 
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บทที่ 2 
ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง 

  
ในบทนี้จะกลา่วถึงงานวิจัยต่างๆที่เกี่ยวข้องกับระบบอนิเวอร์ทเพนดูลัม และทฤษฎทีี่ใช้ใน

การควบคุมชนิดต่างๆ รวมถึงงานวิจัยที่มคีวามเกี่ยวข้องกับการออกแบบตัวควบคุม MRAC และการ
น าข้อมูลภาพมาใช้ในงานวิจัย ส่วนทฤษฎีที่เกี่ยวข้องจะประกอบไปด้วยสมการลากรองจ์ ซึ่งจะ
น าไปใช้ในการหาสมการทางคณิตศาสตร์ของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม การควบคุมแบบปรับตัวเอง
ได้ การน าวิธีเสถียรภาพของเลียปูนอฟมาใช้ในการออกแบบตัวควบคุม MRAC และการออกแบบตัว
ควบคุมสถานะป้อนกลับซ่ึงออกแบบโดย LQR จะใช้เป็นตัวควบคุมในการเปรยีบเทียบประสิทธิภาพ
กับตัวควบคุม MRAC การประมาณค่าตวัแปรสถานะจะใช้ตัวสังเกตในประมาณค่าตัวแปรที่ไม่ทราบ
ค่าในระบบ  

 

2.1 งำนวิจัยที่เกี่ยวข้อง 
 ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงงานวิจัยที่เกี่ยวกับทฤษฏีการควบคุม ที่ใช้ในการควบคุมอุปกรณ์ต่างๆ 
เช่น อินเวอร์ทเพนดูลัม มอเตอร์ เป็นต้น ซึ่งเป็นการน าทฤษฏีการควบคุมมาประยุกต์ใช้กับการทดลอง
จริง เพื่อศึกษาระบบควบคมุการรักษาเสถียรภาพ การควบคุมต าแหน่ง เป็นต้น โดยมีผลงานวิจัยที่
เกี่ยวข้องดังตอ่ไปนี ้

Han Y., Tzoneva R. และ Behardien S. [1] เสนอระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมและรถรางโดยมี
สายพานเป็นส่งก าลังให้กับรถรางและใช้เซอร์โวมอเตอร์ในการขับเคล่ือน มีตัวเอนโค๊ดเดอร์เปน็ตัว
วัดต าแหน่งของรถราง ใช้ตัวควบคุมสถานะป้อนกลบัที่ออกแบบโดย LQR ในการออกแบบตัว
ควบคุมการรักษาเสถียรภาพของระบบ  

 

 

รูปที ่2.1 ระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมและรถราง [1] 
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สมรรถชัย ปัญญา [2] เสนอการออกแบบตัวควบคุมแบบผสมระหว่างตัวควบคุมพีดีและตัว
ควบคุมแบบสไลด์ดิงโหมดส าหรับระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมบนรถ ซึ่งประกอบด้วยตัวควบคุมพีดีใช้
ส าหรับควบคุมต าแหน่งรถรางในการเหวีย่งข้ึนของเพนดูลัม จากสมดุลล่างขึ้นไปยังจุดสมดุลบนและ
ตัวควบคุมแบบสไลด์ดิงโหมดใช้ส าหรับรักษาเสถียรภาพของอินเวอร์ทเพนดูลัม ณ ต าแหน่งจุดสมดุล 
ตัวควบคุมพดีีท่ีถูกออกแบบโดยเส้นทางราก (Root locus) จะควบคุมต าแหน่งการเคลื่อนที่ของรถราง
ให้ไปและกลบัจนกระทั่งเหวี่ยงเพนดูลัมขึน้ไป ณ บริเวณจุดสมดุลบน หลังจากนัน้ตัวควบคุมสไลด์-
ดิงโหมดที่ถูกออกแบบโดยการวางโพล (Pole placement) จะถูกเปลีย่นมาให้ควบคุมเสถียรภาพของ
อินเวอร์ทเพนดูลัม ณ ต าแหน่งจุดสมดุลบนโดยใช้เงื่อนไขการสวิทซ์ (Switch)  

Nenad Muskinja และ Boris Tovornik [3] เสนอระบบการเหวี่ยงขึ้นของเพนดลูัม จาก
ต าแหน่งสมดุลล่างสู่ต าแหน่งสมดุลบน และควบคุมสมดลุให้เพนดูลัมตั้งตรงอยู่ต าแหน่งกลางของราง 
โดยใช้ตัวควบคุมฟัซซีลอจิก ควบคุมทั้งขณะเหวี่ยงขึ้นและรักษาสมดลุ ณ ต าแหน่งสูงสุด การควบคุม
แบบฟัซซีใช้หลักการทางตรรกะ เชน่เดียวกับหลักการคดิของมนุษย์ซึ่งใช้หลักการของความน่าจะเป็น
และการประมาณการณ์ ซึ่งจะมีสมาชิกของฟังก์ชัน (Membership functions) เป็นตวัก าหนดรูปแบบ
การควบคุม (Algorithm) 
 

 

รูปที่ 2.2 ชุดการทดลองอินเวอร์ทเพนดูลัม [3] 

 
 สองเมือง นันทขว้าง [4] เสนอการควบคุมการเหวี่ยงขึ้นและการรกัษาเสถียรภาพของอิน-
เวอร์ทเพนดูลัมโดยใช้ตัวควบคุมแบบพีดทีี่ถูกออกแบบด้วยเส้นทางราก ควบคุมต าแหน่งรถในการ
เหวีย่งขึ้นของเพนดูลัมร่วมกบัตัวควบคุมเซอร์โวป้อนกลับสถานะ ที่ถูกออกแบบดว้ยวิธีการวางโพล 
ในการรักษาเสถียรภาพของอินเวอร์ทเพนดูลัม  
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 Lychek Keo [5] เสนอการสร้างและออกแบบตัวควบคุมอินเวอร์ทเพนดูลัมเคล่ือนที่ โดยการ
ออกแบบตัวควบคุมสองชนดิ ได้แก่ตวัควบคุมไม่เชิงเส้นและตวัควบคุมป้อนกลับสถานะ ซึ่งตัว
ควบคุมทั้งสองนี้สามารถรักษาสมดุลของอินเวอร์ทเพนดูลัมเคล่ือนที่ โดยการประกันเสถียรภาพ 
สมรรถนะ และความคงทนของระบบไม่เชงิเส้นที่ต้องการควบคุมได้ตามต้องการ ตัวควบคุมชนิดแรก
คือตัวควบคุมก าหนดอัตราขยาย ซึ่งอยู่บนพื้นฐานของเทคนิกการสังเคราะห์เชิงเส้นที่เปลี่ยนตาม
พารามิเตอร์ ส่วนตัวควบคมุชนิดที่สองคือตัวควบคุมปอ้นกลับสถานะ ซึ่งออกแบบโดยวิธีคุมค่าเชิง
เส้นก าลังสองและวิธวีางต าแหน่งโพล  

Weijing Zhang [6] เสนอระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมแบบสองช้ัน ใช้การควบคุมสถานะ
ป้อนกลบั ซึ่งจะแบ่งการควบคุมออกเปน็วงรอบการท างานของตัวควบคุมสองวงปิดเพื่อควบคมุการ
ท างานในแต่ละสถานะ วงในจะควบคุมสถานะแรกและวงนอกจะควบคุมสถานะสอง ออกแบบตัว
ควบคุมโดยการก าหนดใหก้ารควบคุมในสถานะแรกคือ 1   เมื่อถึงจุดสมดุลแล้วก าหนดให้
สถานะแรกเปน็ 1 0   เพื่อให้สถานะสองสอดคล้องกับสถานะแรกก าหนดให ้ 2   ด้วยและ
เป้าหมายสุดทา้ยต้องการให้ 2 0  ในวงนอกดังนั้น 1 2 0    

 

 
รูปที่ 2.3 ระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมแบบสองชั้น [6] 

 
วราวุธ พรินทรากูล [7] เสนอตัวควบคุมการเหวี่ยงขึ้นและรักษาเสถียรภาพส าหรับระบบอิน-

เวอร์ทเพนดูลัมแบบฐานหมนุ ตัวควบคุมการเหวี่ยงขึน้จะถูกออกแบบด้วยหลักการควบคุมพลังงาน
และตัวควบคมุการรักษาเสถียรภาพของอนิเวอร์ทเพนดูลัมให้มีเสถียรภาพ ณ บริเวณจุดสมดุลบน จะ
ใช้ตัวควบคุมเซอร์โวป้อนกลับสถานะ ร่วมกับตวัสังเกตแบบอนัดับต่ าสุดที่ถูกออกแบบด้วยวิธีการ
ก าหนดอัตราส่วนคุณลักษณะ ซึ่งการเพิ่มอินทิเกรเตอร์เข้าไปในระบบควบคมุนั้นเพื่อให้ก าจัดค่า
ผิดพลาดในสภาวะคงตัว และเนื่องจากระบบอินเวอร์เพนดูลัมแบบฐานหมุนมีตัวแปรที่ไม่สามารถวัด
ค่าได้บางตัวโดยตรง จึงใช้ตวัสังเกตแบบอันดับต่ าสุดเข้ามาช่วยประมาณค่าตัวแปรสถานะ 
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รูปที่ 2.4 ระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมแบบฐานหมุน [7] 

 
 วรศักดิ์ วังวรญัญ ู [8] เสนอการควบคมุอินเวอร์ทเพนดูลัมโดยการถอดรหัสภาพและฟัซซี
ลอจิก ใช้หลกัการควบคุมฟซัซีลอจิกและได้น ากล้องซีซีดีมาใช้ในการประมวลผลภาพ เพื่อที่จะใช้หา
มุมของก้านเพนดูลัมที่กระท ากับแนวตั้ง (Vertical line) และต าแหน่งตัวรถว่าอยู่ห่างจากของรางเป็น
ระยะทางเท่าใด และน าข้อมลูที่ได้ไปประมวลผล แต่เนือ่งจากกล้องมกีารชักตัวที่ช้าจึงท าให้ส่งข้อมูล
ได้ช้าและไม่ตอ่เนื่อง 
 ไพโรจน์ บรกิัปปกุล [9] เสนอการออกแบบตัวควบคมุชนิดกระท าย้อนกลับแบบอินทิกรัล
ปรับตัวเองส าหรับมอเตอร์ซิงโครนัสแม่เหล็กถาวร ใช้ตวัควบคุมแบบอินทิกรัลปรับตัวเอง (Adaptive 
Integral Backstepping) โดยการออกแบบตั้งอยู่บนพืน้ฐานของทฤษฏีของเลียปูนอฟ ท าการทดลอง
ควบคุมความเร็วเชิงมุมของมอเตอร์ซิงโครนัสแม่เหล็กถาวร จากผลการทดลองพบว่าตัวควบคมุที่ได้
ออกแบบไว้ให้ประสิทธิภาพสูงในการติดตามสัญญาณอ้างอิงแม้ขณะมโีหลด รวมทั้งยังสามารถก าจัด
ภาระรบกวนได้เร็ว และไม่มีค่าคลาดเคลื่อนที่สภาวะคงตัว เนื่องจากผลของตัวอินทิกรัลและผลการ
ปรับตัวเองเพือ่ชดเลยพารามิเตอร์ที่เปล่ียนแปลง 
 ชัยศรี เอี่ยมอ าไพ [10] เสนอการใช้ MRAC เพื่อควบคุมต าแหน่งมอเตอร์กระแสตรงเพื่อให้
ได้ผลตอบสนองดีที่สุด MRAC ถูกออกแบบด้วยวิธีเสถียรภาพของเลยีปูนอฟ ท าการทดลองโดยใช้ตัว
ควบคุม MRAC และ PI เพื่อเปรียบเทียบผลการทดลอง จากผลการทดลองพบว่าตวัควบคุม MRAC 
สามารถควบคุมต าแหน่งของมอเตอรไ์ว้ไดอ้ย่างถูกต้องเที่ยงตรง ถึงแม้ว่าโหลดจะมีการเปลี่ยนแปลง
อย่างกะทันหนัก็ตาม ซึ่งแตกต่างจะตัวควบคุม PI ที่ยังมีผลตอบสนองเบี่ยงเบนไปจากสัญญาณขาเข้า
และมีความล่าช้ากว่าตัวควบคุม MRAC มาก 
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จากงานวิจยัระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม [1] ถึง [7] จะเหน็ว่าตัวควบคุมส่วนใหญส่ามารถ
ควบคุมระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมให้มีเสถียรภาพได้ แต่อย่างไรก็ตามระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมส่วน
ใหญ่ใช้การวัดต าแหน่งมวลจากเอนโค๊ดเดอร์ เพื่อให้เกิดความหลากหลายในระบบควบคุมผู้วิจัยได้น า 
ระบบภาพโดยใช้กล้องดจิิตอลความเร็วสูงมาใช้ในการวัดต าแหน่งของมวล  

จากงานวิจัย [8] การใช้กล้องซีซีดีสามารถน ามาใช้ในการจับต าแหน่ง เพื่อใช้ในการวัด
ต าแหน่งของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมได้ แต่เนื่องจากกล้องซีซีดียังมีการชักตัวทีช่้าจึงท าให้การส่ง
ข้อมูลไม่ต่อเนื่อง ดังนั้นผู้ท าการวิจัยไดเ้ลือกใช้กล้องดจิิตอลความเร็วสูง (CMOS) ซึ่งมีประสิทธิภาพ
ในการส่งข้อมูลที่สูง เพื่อให้เกดิประสทิธิภาพที่ดีขึ้นในการใช้ข้อมลูภาพในงานระบบควบคุมมาก
ยิ่งขึ้น 

จากงานวิจยั [9] พบว่าในตัวควบคุมอินทิกรัลปรับตัวเองได ้ สามารถควบคุมต าแหน่งของ
มอเตอร์ได้ดี แม้จะมีโหลดที่มีการเปล่ียนแปลงอย่างทันทีทันใด และงานวิจยั [10] พบว่าตัวควบคุม 
MRAC สามารถควบคุมต าแหน่งของมอเตอร์กระแสตรงได้เที่ยวตรงกว่าตัวควบคุม PI แสดงให้เห็น
ว่าตัวควบคุมที่สามารถปรับตัวเองได้ สามารถควบคุมระบบได้ดีกว่าตวัควบคุมที่มีอัตราขยายคงที่ 
จากผลงานวิจัย [9] และ [10] จะเห็นว่าตัวควบคุมทีป่รับค่าเองไดมี้ทิศทางท่ีดใีนการน ามาควบคุม
ระบบถึงแม้ว่าจะมีตัวรบกวนก็ตาม ดังนั้นได้ผู้วิจัยได้น าตัวควบคุม MRAC มาใช้กับการควบคุมระบบ
อินเวอร์ทเพนดูลัม เพื่อเป็นการประยุกต์การน าตวัควบแบบปรับตัวเองได้มาใช้กับระบบที่ไม่มี
เสถียรภาพ 
  

2.2 สมกำรลำกรองจ ์
สมการลากรองจ์เป็นสมการแบบหนึ่งที่อยู่ภายใต้ขอบเขตของกลศาสตร์ดั่งเดิม (Classical 

mechanics) ซึ่งเสนอโดย โจเซฟ หลุยส์ ลากรองจ์ (Joseph Louis Lagrange) โดยการค านวณกลศาสตร์
แบบลากรองจ์นี้ จะไม่ใชแ้รงในการค านวณเหมือนกับกลศาสตร์นิวตัน (Newton mechanics) แต่จะใช้
พลังงานในการค านวณแทนซึ่งประกอบไปด้วยเทอมของพลังงานสองเทอมคือ พลังงานจลน์ (Kinetic 
energy) และ พลังงานศักย์ (Potential energy) จึงท าให้กลศาสตร์ลากรองจ์สามารถน าไปประยุกตใ์ช้
กับการเคลื่อนที่ในแบบต่างๆที่มีความซับซ้อนได้ง่ายกว่ากลศาสตร์แบบนิวตัน โดยมสีมการดังนี ้

 

d L L
Qi

dt q qii

 
 

 

 
  
 

      (2.1) 

 
เมื่อ  L  คือ Lagrangian function   
 

iq  คือ Generalized coordinates 
Qi  คือ Generalized forces 
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โดยที่ Lagrangian function คือผลต่างระหว่างพลังงานจลน์และพลังงานศักย์ภายในระบบ คือ 
 

     , , ,L q q T q q V q q      (2.2) 
 

เมื่อ  T  คือ พลังงานจลน์ของระบบทั้งหมด 
       V  คือ พลังงานศักย์ของระบบทั้งหมด 
และQiสามารถเขียนสมการได้ดังนี ้
 

1

rN j
Q Fi j

j qi



 

      (2.3) 

 
เมื่อ N  คือ จ านวนอนุภาคหรือวัตถุในระบบ 
       F  คือ เวกเตอร์ของแรงที่กระท าต่ออนุภาคหรือวัตถุในระบบ 
       r  คือ เวกเตอร์ต าแหน่งของอนุภาคหรือวัตถุในระบบ 

 
2.3 กำรควบคุมแบบปรับตัวได้ (Adaptive Control) 

ในทฤษฎีการควบคุมโดยทัว่ไป ระบบการควบคุมจะถกูสังเคราะห์โดยการประมาณระบบที่
ต้องการควบคมุในรูปของสมการอนุพันธ์เชิงเส้นที่ไม่แปรค่าตามเวลา ซึ่งตัวควบคุมถูกก าหนดให้มี
ค่าคงท่ี (Fixed controller) การควบคุมดังกล่าวไม่สามารถน ามาใช้ได้กับการควบคุมทุกสถานการณ์ 
โดยเฉพาะถ้ากระบวนการทีต่้องการควบคมุท่ีมีตัวแปรท่ีไม่ทราบค่าหรือแปรผันไปตามเวลาได้  

ต่อมาได้มีการพัฒนาระบบทีส่ามารถปรับตัวเองได ้ โดยเริ่มจากการปรับค่าพารามิเตอร์ของ
ตัวควบคุมให้เป็นไปตามสภาพแวดล้อม ซึ่งเป็นการสังเกตสภาพแวดล้อมแล้วน าไปหาค่าพารามเิตอร์
ที่เหมาะสมต่อพฤติกรรมของระบบ โดยมีนิยามของระบบควบคุมที่ปรับตัวได้ คือ ระบบที่มีการ
ควบคุมซ่ึงสามารถปรับปรุงตัวเองให้เหมาะสมตามการเปลี่ยนแปลงของกระบวนการแบ่งเป็น ระบบ
ป้อนกลับปฐมภูมิ (Primary feedback) ซึ่งคอยดูแลการเปลี่ยนแปลงสัญญาณของกระบวนการ โดย
การปรับค่าพารามเิตอร์อ้างอิงจากสภาพแวดล้อม และระบบป้อนกลับทุติยภูมิ (Secondary feedback) 
เป็นการเปลี่ยนแปลงพารามเิตอร์ของกระบวนการที่ไมท่ราบค่าหรือค่าท่ีมีการเปลี่ยนแปลง 

 
2.4 Model Reference Adaptive Control 

การควบคุมแบบ Model Reference Adaptive Control ถูกเสนอครั้งแรกโดย Whitacker ในปี 
1958 โครงสร้างของ MRAC จะประกอบไปด้วยส่วนส าคัญดังต่อไปนี้ 1.ตัวควบคุมปฐมภูมิ (Primary 
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controller) 2.กระบวนการ (Process) 3.โมเดลอ้างอิง (Reference model) 4.กฎการปรับตัว (Adaptive 
laws) ดังรูปที่ 2.5 

1. ตัวควบคุมปฐมภูม ิ
การออกแบบส่วนควบคุมปฐมภูมิมีหลักการออกแบบอยูส่องประการคือ      ประการ 

แรกจะต้องสอดคล้องกับสภาวะความเข้ากันได้ของโมเดลอย่างสมบูรณ์ (Perfect model 
matching) นั่นคือการตั้งค่าพารามิเตอร์ของตัวควบคุมจะต้องท าให้พฤติกรรมของระบบวงปิด
เท่ากับโมเดลอ้างอิงได ้ ส่วนประการที่สองสัญญาณการควบคุม u จะต้องมีคุณสมบัติเป็นเชิง
เส้น ซึ่งโดยทั่วไปจะอยูใ่นรปู Tu   โดย   คือเวกเตอร์ของพารามิเตอร์ของตัวควบคุม 
และ   คือตัวแปรสถานะที่ประกอบไปด้วยตัวแปรสถานะ 

p
x  และสัญญาณอ้างอิง 

m
x  และ

ถ้าไม่ทราบค่าตัวแปรสถานะจะต้องมีตัวสงัเกต มาช่วยในการประมาณค่าตัวแปรสถานะ 
2. โมเดลอ้างอิง 

ในตัวโมเดลอ้างอิงนั้นจะเป็นตัวบ่งบอกถงึสัญญาณขาเข้า r  ที่เราต้องการ ในการหา
ค่าโมเดลอ้างอิงเพื่อใช้ในการอ้างอิงกับระบบนั้น ได้น า ITAE มาใช้เพื่อเป็นค่าอ้างอิงให้กับ
ระบบดังในหัวข้อที่ 3.4.1 โดยที่โมเดลอา้งอิงจะต้องสามารถตอบสนองต่อโมเดลของระบบ
นั้นๆได้จริง และไม่ตอบสนองต่อระบบช้าหรือไวจนเกนิไป หากโมเดลอ้างอิงมีความไม่
เหมาะสมต่อระบบอาจท าให้เกิดภาวะอิ่มตวั (Saturation) และอาจกอ่ให้เกดิความไม่เสถียร
ขึ้นในระบบได้ 

3. กระบวนการ 
ในการออกแบบตัวควบคุมเราสมมติกระบวนการเปน็เชิงเส้น ทราบอันดับของ 

ฟังกชั์นถ่ายโอน (Transfer function) ทราบเครื่องหมายของคา่อัตราขยาย และไม่มีตัวรบกวน
จากภายนอก (Disturbance) แต่กระบวนการในความเป็นจริงไม่อาจเป็นไปตามเงื่อนไข
ดังกล่าวได้ทั้งหมด ดังนั้นในการท าวิจัยนี้จึงได้มีการจ าลองโดยใชโ้ปรแกรมคอมพิวเตอร์
ก่อนซึ่งเป็นกระบวนการที่ควบคุมได้ เพื่อเป็นแนวทางในการปรับปรุงค่าตัวควบคุมก่อน
น าไปใช้กับการทดลองจริง 

4. กฎการปรับตัว 
ส่วนส าคัญของการออกแบบระบบ MRAC คือกฎการปรับตัว (Adaptive laws) ซึ่ง

การออกแบบกฎการควบคมุในงานวิจัยนี ้ ได้เลือกใช้วิธีการของเลียปูนอฟ (Lyapunov’s 
method) โดยสมมติว่ากระบวนการเปน็เชิงเส้นที่มีค่าพารามิเตอร์ไม่ทราบค่าหรือแปรค่าตาม
เวลา ส่วนค่าที่ใช้ในการควบคุมแบบสถานะป้อนกลบัและพารามิเตอร์ของตัวควบคุมที่จะ
ปรับค่าคืออัตราขยายป้อนกลับ (Feedback gain) 
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รูปที่ 2.5 โครงสร้าง MRAC 

 
จากรูปที่ 2.5 ก าหนดให้ r เป็นสัญญาณขาเข้าอ้างอิงของระบบ โดยโมเดลอ้างอิงมีสัญญาณขา

ออกเป็น 
mx  และสัญญาณขาออกจากระบบเปน็สัญญาณ px  ส่วนกฎการปรับตัวจะรับค่าจากสัญญาณ 

mx  และ px  เพื่อเปรียบเทียบผลตอบสนองจากสัญญาณทั้งสอง ซึ่งผลต่างของสัญญาณทั้งสองคือค่า
ความผิดพลาด (Parameter error) โดยน าค่าความผิดพลาดนี้ไปใช้ในกระบวนการปรับตัว 
ค่าพารามิเตอร์ที่ได้จากกฎการปรับตัวจะเข้าสู่ส่วนควบคมุปฐมภูมิ โดยก าหนดใหเ้ปน็ส่วนของกฎการ
ควบคุมใช้การควบคุมแบบปอ้นกลับ ค่าอัตราขยายที่ได้จะน าไปใชเ้พื่อควบคุมระบบ ในส่วนการ
ออกแบบกฎการปรับ ตัวผู้วิจัยเลือกใช้ทฤษฎีเสถียรภาพของเลียปูนอฟ 

 

2.5 วิธีของเลียปูนอฟ 
จากการวิจัยระบบอินเวอท์เพนดูลัมจะเห็นว่าระบบไม่เป็นเชิงเส้นและแปรค่าตามเวลา การ

วิเคราะห์ระบบเชิงเส้นโดยท่ัวไปจึงไม่สามารถน ามาใช้ได้ ดังนั้นจึงเลือกใช้วิธีของเลียปูนอฟ โดยวิธี
ของเลียปูนอฟกลา่วว่าระบบจะมีรูปแบบเสถียรภาพเมื่อลู่เข้าสู่สมดุล (Uniform asymptotically stable 
equilibrium) ท่ี 0x  เมื่อมเีลียปูนอฟฟังก์ชนั (Lyapunov function) ( )V x ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไข
ต่อไปนี ้

 
 ( ) 0V x   เมื่อ 0x   
 (0) 0V   เมื่อ 0x   
 ( )V x   เมื่อ x   
  
นั่นคือ ( )V x  จะต้องลดลงเรื่อยๆ ดังเช่นพลังงานที่บรรจุในระบบเมื่อเทยีบกับเวลา การใช้วิธีของเลีย-
ปูนอฟในการออกแบบกฎการปรับตัวได้เสถียรภาพ ระบบจะถูกจดัเข้าไปอยู่ในกฎการควบคมุตาม
ขั้นตอนต่อไปนี้ 



12 

1. จะต้องหาสมการผิดพลาด (Error equation) ซึ่งอธิบายถึงสมการอนุพันธ์ของสัญญาณ
ผิดพลาด (Error signal) e  ซึ่งอาจจะเปน็สัญญาณขาออกผิดพลาด (Output error) 

p my y  หรือค่าสถานะผิดพลาด (State error) 
p mx x  

2. เลียปูนอฟฟังก์ชัน ( )V x  ซึ่งเป็นฟังก์ชันของทั้งสัญญาณผิดพลาด (Signal error) และ
พารามิเตอร์ผิดพลาด (Parameter error) ซึ่งประกอบด้วยเวกเตอรส์ัญญาณผิดพลาด 
(Signal error vector) e  และเวกเตอร์พารามิเตอร์ผิดพลาด (Parameter error vector)   
ซึ่งก็คือผลต่างระหว่างพารามิเตอร์ของระบบจริงกับรูปแบบจ าลองโดยปกติจะก าหนดให้ 
เลยีปูนอฟ ( )V x  ให้อยู่ในรูปดังนี ้

 
1T TV e Pe          (2.4) 

 
        โดย P  และ 1  เป็นเมทริกซบ์วกแน่นอน (Positive definite matrix) 

3. ค านวณ V ซึ่งเปน็อนุพันธ์ของ V ต่อเวลาซึ่ง V  มักอยู่ในรูป 
 

12 2T T T T T

IV e Qe e PB               (2.5) 
 

เมื่อ  0 0 ... 1
T

IB   และเมทริกซ ์ Q  เป็นค่าบวกแน่นอน (Positive definite) หากเราให้
เทอมที่ติด   เป็นศูนย์ระบบจะมีเสถียรภาพ เมตริกซ์ P  และ Q  สามารถถูกเลือกโดยใช้
ทฤษฎเีลียปูนอฟ ซึ่งระบบที่ลู่เข้าสู่สมดุล (Asymptotically stable) จะถูกก าหนดโดยเมตริกซ ์
A  และความสัมพันธ์ระหว่างเมตริกซ์ P  และ Q  เป็นดังนี ้

 
TA P PA Q        (2.6) 

 
สมการนี้เรียกว่าสมการเลียปูนอฟ (Lyapunov equation) 
4. เมื่อให้ส่วนทีม่ีเทอม   เท่ากับศูนย์นอกจากจะท าให้ไดร้ะบบที่มีเสถียรภาพแล้ว ยังให้

เกิดสมการทีใ่ช้ปรับพารามิเตอร์ของส่วนควบคุมซึ่งก็คือกฎการปรับตัว 
 

2.5.1 ตัวควบคุมปฐมภูมิ (Primary controller) 
ก าหนดให้กระบวนการเป็นระบบต่อเนื่องเชิงเส้น (Linear time-variant system) และสามารถ

ควบคุมได ้(Controllable) โดยมีสมการดังนี้  
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( ) ( ) ( )p p p px t A x t B u t   
( ) ( )p p py t C x t        (2.7) 

 
เมื่อ    ( )px t   คือ เวกเตอร์สถานะของระบบ 
        ( )py t   คือ เวกเตอร์ขาออกของระบบ 
     ( )u t   คือ เวกเตอร์ควบคุมของระบบ 
      

pA   คือ เมทริกซ์สถานะของระบบ 
      

pB   คือ เมทริกซ์ขาเข้าของระบบ  
    

pC   คือ เมทริกซ์ขาออกของระบบ 
 
มีตัวควบคุมแบบสถานะป้อนกลับเป็น 
 

( ) ( ) ( ) ( )T

r x pu K t r t K t x t  ,  
1 2

( , , )T

x n
K k k k       (2.8) 

 
เมื่อ ( )rK t และ ( )xK t คือ ค่าอัตราขยายเมทริกซ ์และ ( )r t  คือ เวคเตอร์ขาเขาอ้างอิง 
จากสมการ (2.8) สามารถเขียนให้อยู่ในรูป 

 
Tu           (2.9) 

 
เมื่อ  T T

r xK K      และ  
T

pr x      
น าสมการ (2.8) แทนใน (2.7) สามารถเขียนสมการวงปดิได้คือ 
 

( ) ( ) ( )p c p cx t A x t B r t   
( ) ( )p p py t C x t        (2.10) 

 
เมื่อ 

c p p xA A B K   และ 
c p rB B K  

 
2.5.2 โมเดลอ้ำงอิง (Reference model) 

ก าหนดให้มีรูปแบบเช่นเดียวกับกระบวนการคือ 
 

( ) ( ) ( )m m m mx t A x t B r t   
( ) ( )m m my t C x t       (2.11) 
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เมื่อ  ( )mx t   คือ เวกเตอร์สถานะของโมเดลอ้างอิง 
        ( )my t   คือ เวกเตอร์ขาออกของโมเดลอ้างอิง 
           ( )r t   คือ เวกเตอร์ขาเข้าอ้างอิง 
          mA   คือ เวกเตอร์ของโมเดลอ้างอิง 
          mB  คือ เมทริกซ์ขาเข้าของโมเดลอ้างอิง 
          mC   คือ เมทริกซ์ขาออกของโมเดลอ้างอิง  
            

2.5.3 กำรสร้ำงสมกำรผิดพลำด (Error equation) 
สมการค่าความผิดพลาดระหว่างระบบและโมเดลอ้างอิง ค่าความผิดพลาดสามารถเขียนใน

รูปสมการดังนี้ 
 

 

     

( ) ( ) ( )

      ( ) ( ) ( ) ( )

      ( ) ( ) ( ) ( )

p m

c p c m m m

m p m c m p c m

e t x t x t

A x t B r t A x t B r t

A x t x t A A x t B B r t

 

   

     

    

        ( ) ( ) ( )m pA e t Ax t Br t                      (2.12) 

 

เมื่อ c mA A A   และ c mB B B   

ก าหนดให้   เปน็ค่าเวกเตอร์พารามิเตอร์ผิดพลาด (Parameter error vector) คือ 

 

  T

p p x m p r mA B K A B K B             (2.13) 

 

น าสมการ (2.13) และ (2.9) แทนใน (2.12) จะได ้
 

   

0

0
( ) ( )

1

T

me t A e t  

 
 
  
 
 
 

      

       ( ) T

m IA e t B          (2.14) 
 

เมื่อ   T A B   
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2.5.4 กำรสร้ำงกฎกำรปรับตัว 
การเลือกเลียปนูอฟฟังก์ชันมรีูปแบบเป็นฟงัก์ชันก าลังสอง (Quadratic function) ของผลต่าง

ของเวกเตอร์สญัญาณผิดพลาด ( e ) และเวกเตอร์พารามิเตอร์ผิดพลาด ( ) โดยทั่วไปจะเลือกให้ม ี 
เลียปูนอฟฟังก์ชันให้อยูใ่นรูปแบบดังนี ้

 
   1( ) ( )T TV e t Pe t         (2.15) 

 
เมื่อ   คือเมทริกซ์อัตราขยายปรับตัว (Adaptive gain matrix)  
เมื่อต้องการให้ระบบเป็นระบบปรับตัวทีม่ีเสถียรภาพลู่เข้าสู่สมดุล (Asymptotically stable adaptive 
system) V  ต้องเป็นค่าลบแน่นอน (Negative definite) สามารถหา V  ได้ดังนี้ 
 

  1( ) ( ) 2 ( ) 2T T T T T

m m IV e t A P PA e t e t PB             (2.16) 

 
โดย P  และ Q  ต้องเป็นค่าบวกแน่นอน ซึ่งสามารถหาค่าได้โดยใช้สมการเลียปูนอฟ  คือ 
 

T

m mA P PA Q         (2.17) 
 

P  และ Q  สามารถหาได้จากเทอมแรกทางขวาของสมการ (2.16) คือ 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )T T T

m me t A P PA e t e t Qe t       (2.18) 
 

จะเห็นว่าเทอมแรกทางขวาของสมการ (2.16) มีความสอดคล้องกับสมการ (2.18) ซึ่งมีค่าเป็นลบเสมอ 
ดังนั้นถ้าต้องการให้ระบบมีเสถียรภาพ จะต้องก าหนดให้เทอมที่สองและสามทางขวาของสมการ 
(2.16) มีค่าเป็นศูนย ์
 

12 ( ) 2 0T T T

Ie t PB           (2.19) 
 

ซึ่งจากสมการ (2.19) ท าให้เราได้กฏการปรับตัวดังนี ้
 

( )T

Ie t PB        (2.20) 
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เมื่อพิจารณา   จะสอดคล้องกับสมการ (2.13) เมื่อหาอนพุันธ์ของ   แล้วจะได้ค่าอัตราขยายที่ใชก้าร
ปรับตัวของระบบ 
 

2.6 ตัวควบคมุสถำนะป้อนกลับ (State Feedback Controller) 
 

 
รูปที่ 2.6 โครงสร้างตัวควบคมุป้อนกลับ 

 
พิจารณาสมการ State space ได้ดงันี ้

 

     x Ax Bu   
y Cx Du       (2.21) 

 
ก าหนดใหเ้ปน็ระบบที่สามารถควบคุมได ้ (Controllable) โดยเราต้องการใช้สัญญาณขาเข้า u 

ปรับปรุงการท างานเพ่ือท าให้ระบบมีประสิทธิภาพดข้ึีน ในการออกแบบสัญญาณขาเข้า u ใช้หลักการ
ออกแบบ Linear quadratic regulator (LQR) โดยต้องการให้สัญญาณขาเข้า u มีค่าต่ าสุดมีฟังกชั์นคือ 
 

 
0

( ) ( ) ( ) ( )T Tx t Qx t u t Ru t dt


      (2.22) 

 
เมื่อ Q  เป็นเมทรกิซ์จริงกึ่งบวกแน่นอน (Semi positive definite real matrix) และ R  เป็นเมทริกซ์จริง
บวกแน่นอน (Positive definite real matrix) โดยกฎตวัควบคุมแบบป้อนกลับสถานะคือ 
 

u Kx       (2.23) 
 

- 
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เมื่อ K  คืออัตราขยายการป้อนกลับ (Feedback gain) สามารถหาได้จาก 
 

1 TK R B P      (2.24) 
 
โดยที่ P  เป็นค่ากึ่งบวกแนน่อน (Semi positive definite) มีสมการคือ 
 

1 0T TPA A P PBR B P Q       (2.25) 
 
เนื่องจากตัวแปรสถานะบางตัวไม่สามารถวัดค่าได้ จึงไดม้ีการประมาณค่าตัวแปรสถานะซึ่งเรียกว่า 
ตัวสังเกตมีโครงสร้างดังรูปที ่2.7 
 

 
รูปที่ 2.7 โครงสร้างของตัวสังเกต 

 
จะเห็นว่าระบบวงปิดมีสมการปริภูมิสถานะ (State space) ดังนี ้
 
    ˆx Ax , ˆy Cx       (2.26) 
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เราจะประมาณค่าสถานะด้วยการเปรียบเทียบสัญญาณขาออกที่วัดไดค้ือ y กับสัญญาณขาออกท่ี
ประมาณได้ ŷ  แล้วใช้การปอ้นกลับเพื่อลดความคลาดเคลื่อนจนกระทั่งมีค่าเป็นศูนย์ สามารถเขียน
ในรูปแบบเมทริกซค์ือ 
 

( )x A LC x  , (0) (0)x x     (2.27) 
 
ก าหนดให้ ˆx x x   หรือความคลาดเคลื่อนของตัวสังเกตสถานะ 
 

x Ax , y Cx    
ˆ ˆ( )x Ax L y y   , ˆ ˆy Cx       (2.28) 

 
เมื่อ L  คือเวกเตอร์อัตราขยายของตัวสังเกตและความคลาดเคลื่อนของสถานะสอดคล้องกับ 
 

ˆ ˆ ˆ( )x Ax Bu L y Cx          (2.29) 
 
เมื่อ x̂  คือค่าตัวแปรประมาณสถานะ ซึ่งค่า L จะถูกออกแบบเพื่อท าให้ A LC  มีเสถียรภาพ 

 
2.7 กำรแปลงสมกำรสถำนะของระบบ 
 ในการควบคุมระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม เราต้องการให้ตัวแปรสถานะอยู่ในรูปแบบที่สามารถ
ควบคุมได้ (Controllable canonical form) โดยอาศัยการแปลงเวกเตอร์สถานะ 1z T x  สามารถหา
ได้ดังนี้  

 
1 1 ( )z T ATz T Bu t    

0 1 2 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

  ( )

0 0 0 1 0

1n

z u t

a a a a 

   
   
   
    
   
   
         

  (2.30) 

 
โดยที่เมทริกซก์ารแปลง (Transformation matrix)  
 

T MW       (2.31) 
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เมื่อ M  คือเมทริกซ์ควบคุมได้ (Controllability matrix) 
 

1            nM B AB A B        (2.32) 
 
และ 
 

1 2 1

2 3

1

1

1 0

1 0 0

1 0 0 0

n

n

a a a

a a

W

a





 
 
 
 
 
 
  

    (2.33) 

 
โดยที่ 0a , 1a , …, 1na   คือ สัมประสิทธิ์ของพหุนามคุณลักษณะ (Characteristic polynomial) ของ
สมการคุณลักษณะระบบวงเปิด 
 

1

1 1 0... 0n n

p nsI A s a s a s a

          (2.34) 
 
จากสมการ (2.31) เมื่อแทนตัวแปรเวกเตอร์สถานะ x Tz  จะได้สัญญาณควบคุมส าหรับตัวแปร
สถานะ z  ดังนี ้
 

0 1 1
ˆ ˆ ˆ( ) [       ]nu t KTz k k k z        (2.35) 

 
สามารถเขียนระบบป้อนกลบัจากสมการ (2.30) ที่อยู่ในรูปแบบท่ีสามารถควบคุมได ้คือ 
 

1 1( )z T AT T BKT z    

0 0 1 1 2 2 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

  

0 0 0 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( + ) ( + ) ( + ) ( )n n

z

a k a k a k a k 

 
 
 
 
 
 
      

    (2.36) 
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โดยมีคุณลักษณะดังนี ้
 

1 1 0sI T AT T BKT      
1 1

1 1 1 1 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0n n n

n n n ns a k s a k s a k s a k 

               (2.37) 
 
กลไกการปรับตัวของ MRAC จะใช้การปรับค่า k เพื่อปรับพารามิเตอร์ของระบบวงปิด หาก

เวกเตอร์สถานะ 
p

x  ยังไม่อยู่ในรูปแบบที่สามารถควบคุมไดจ้ะต้องท าการแปลงพิกัดใหอ้ยู่ในรูปแบบ
ที่สามารถควบคุมได้เสียก่อนจึงจะเข้าสู่กลไกการปรับตัวได้ 
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บทที่ 3 
ขั้นตอนกำรทดลอง 

 

3.1 ระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมที่ใช้ในกำรทดลอง 
วิทยานิพนธ์ฉบับนี้ใช้การทดลองระบบอินเวอร์ทเพนดลูัมและรถราง โดยมีรถรางซ่ึงเคลื่อนที่

อยู่บนรางเลื่อนแบบเชิงเส้น (Linear drive transmission) ความยาวรางเล่ือน 0.55 m ซึ่งมีสายพานเป็น
ตัวส่งก าลังและมีมอเตอร์เปน็ตัวขับเคลื่อน ตัวรถรางต่อกับก้านเพนดูลัมซึ่งมีจุดหมุนที่ปลายขา้งหนึ่ง 
วัดต าแหน่งรถรางโดยใช้เอนโค๊ดเดอรซ์ึ่งต่อเข้ากับมอเตอร ์ส่วนการวัดมุมเอียงของเพนดูลัม ใช้กล้อง
ความเร็วสูงซึ่งติดตั้งอยู่ด้านบน มีส่วนประกอบส าคัญคือ 1.รางเล่ือนและรถราง 2.ชุดเพนดูลัม 3.ไดร์
และมอเตอร์ 4.กล้องความเรว็สูง 5.คอมพิวเตอร์ โดยมีชุดการทดลองดังรูปที่ 3.1 
 

 
รูปที่ 3.1 ระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมที่ใช้ในการทดลอง 
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3.1.1 รำงเลื่อนแบบเชิงเส้น 
รางเลื่อนแบบเชิงเส้น ความยาว 0.55 m ที่ฐานมีตัวรถรางซึ่งเคลื่อนที่โดยมีสายพานเปน็ตัวส่ง

ก าลัง และมีมอเตอรซ์ึ่งต่อกับเพลาเป็นตัวขับเคลื่อน ทั้งสองด้านของรางมีลิมิตสวิตซ์ (Limit switch) 
คอยตัดการท างานและภายในมีตัวกนักระแทก (Buffer) เพื่อกันแรงกระแทกจากตวัรถราง ดังรูปที่ 3.2 

 

 
รูปที่ 3.2 รางเลื่อนแบบเชิงเส้น 

 
3.1.2 เพนดูลัม 
ชุดเพนดูลัมความยาว 0.63 m ติดตั้งกับตัวรถราง ที่ปลายเพนดูลัมตดิมวลหนัก 1 kg และ

ติดตั้งหลอดไฟกลมเส้นผ่านศูนยก์ลางขนาด 30 mm เพื่อใช้เป็นต าแหน่งอ้างอิงให้กับกล้องความเร็ว
สูงในการวัดมมุเอยีงของเพนดูลัม ดังรูปที ่3.3 
 

 
รูปที่ 3.3 ชุดเพนดูลัม 

 
 
 

Limit Switch 
Buffer 

Carrier 

Shaft 
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3.1.3 มอเตอร์และไดร ์
เซอร์โวมอเตอร ์จะต่อเข้ากับชุดรางเลื่อนเพื่อขบัเคลื่อนชุดรางเลื่อน และยังต่อเข้ากับเอนโค๊ด

เดอร์เพื่อใชใ้นการวัดต าแหนง่ของรถรางซึ่งเคลื่อนที่อยู่บนรางเลื่อน ดังรูปที่ 3.4 
 

 

รูปที ่3.4 มอเตอร ์
 

มอเตอรไ์ดร์ ใช้ควบคุมการท างานของมอเตอรโ์ดยจะรับสัญญาณการควบคุมมาจากคอมพิว- 
เตอร์และมอเตอรไ์ดร์จะควบคุมการจ่ายสัญญาณไฟเข้าสูม่อเตอร์ พร้อมทั้งรับสัญญาณเอนโค๊ดเดอร์ท่ี
ต่อกับตัวมอเตอร์ มีการเชื่อมต่อกับ Target computer ดังรูปที่ 3.5 
 

 

รูปที ่3.5 มอเตอรไ์ดร์ 
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3.1.4 กล้องควำมเร็วสูง 
กล้องดิจิตอลความเร็วสูง ใช้ในการวัดต าแหน่งปลายเพื่อหามุมเอียงของเพนดูลัม ดังรูปที่ 3.6

ที่ปลายเพนดูลมัมีหลอดไฟกลมขนาด 30 mm ติดตั้งอยูเ่พื่อใช้เป็นต าแหน่งอ้างอิงให้กับกล้องในการ
จับภาพ ตวักล้องติดตั้งอยู่สูงจากฐาน 1.95 m ก าหนดกรอบรับภาพขนาด 1280x240 พิกเซล รับ
ข้อมูลภาพเป็นภาพขาวเทา (Gray scale) จากนั้นท าการแปลงข้อมูลภาพให้เป็นภาพสีขาวกับด าโดย
ผ่านกระบวนการ Thresholding เพื่อแยกแยะหลอดไฟกับสิ่งแวดล้อมให้มีความชัดเจนมากยิ่งขึ้น 
กล้องความเร็วสูงนี้จะเชื่อมตอ่กับการ์ดเก็บข้อมูลภายในคอมพิวเตอร ์ เพื่อรับข้อมูลภาพเพื่อน าไป
ประมวลผล โดยข้อมูลภาพที่ได้จากล้องความเร็วสูงจะถูกน าไปค านวณหาต าแหน่งจุดศูนย์กลองของ
หลอดไฟหรือปลายด้านบนของเพนดูลัม ซึ่งอยู่ในหน่วยพิกเซล (Pixel) โดยมีข้อมูลภาพที่ได้ดังรูปท่ี 
3.7, 3.8 และ 3.9   

 

 
รูปที่ 3.6 กล้องความเร็วสูง 

 

 
รูปที่ 3.7 ข้อมูลภาพที่ 640 พกิเซล 

 

 
รูปที่ 3.8 ข้อมูลภาพที่ 280 พกิเซล 
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รูปที่ 3.9 ข้อมูลภาพที่ 1000 พิกเซล 

 
ในต าแหน่งเริม่ต้นเพนดูลัมอยู่ในต าแหน่งกึ่งกลางรางเลื่อนที่ 640 พิกเซลดังรูปท่ี 3.7 เมื่อ

เอียงก้านเพนดูลัมจะสังเกตได้ว่าเมื่อเพนดูลัมเอียงไปทางซ้ายที่ 280 พิกเซล ดังรูปที่ 3.8 และเอียงไป
ขวาที่ 1000 พิกเซล ดังรูปที่ 3.9 หลอดไฟซึ่งเป็นจุดอ้างอิงจะมีขนาดใกล้เคียงกันในทุกต าแหน่ง โดยที ่
1 พิกเซล มีระยะทางเท่ากับ 0.0002857 m เมื่อได้ค่าต าแหน่งปลายของเพนดูลัมแลว้สามารถหาค่ามุม
เอียงไดด้ังนี ้
 

 1sin
m Mx x

L
 

 
  

 
     (3.1) 

 
เมื่อ               คือ องศามุมเอียงของเพนดูลัม 
                  

m
x  คือ ต าแหน่งปลายของเพนดลูัม 

                  
M

x  คือ ต าแหน่งของรถราง 
                  L  คือ ความยาวก้านเพนดูลัม 

 
3.2 ระบบสญัญำณกำรควบคุมของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมที่ใช้ในกำรทดลอง 

ระบบสัญญาณการควบคุมของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมที่ใช้ในการทดลอง เริ่มต้นเมื่อเพน-
ดูลัมเอียงจากการเคลื่อนที ่ กล้องความเร็วสูงด้านบนจะจับภาพที่ต าแหน่งปลายเพนดูลัมซ่ึงมีหลอดไฟ
กลมติดตั้งไว้เพื่อเป็นต าแหน่งอ้างอิง กล้องความเร็วสูงจะรับข้อมูลภาพและส่งข้อมูลสู่ Host computer 
เพื่อประมวลผลจากข้อมูลภาพเป็นค่าพิกเซลและแปลงเปน็หน่วยเมตร (m) และส่งข้อมูลต าแหน่งของ
เพนดูลัมสู ่ Target computer ผ่าน Ethernet หลังจากนั้น Target computer จะส่งสัญญาณการควบคุม 
(Control signal) สู่มอเตอรไ์ดร์เพื่อควบคมุการจ่ายสัญญาณไฟฟ้า (Power signal) ให้กับมอเตอรเ์พื่อ
ควบคุมการรักษาเสถียรภาพของเพนดูลัม โดยที่ต าแหน่งของรถรางจะถูกวัดโดยเอนโค๊ดเดอร์ซ่ึงติด
ตั้งอยู่ที่มอเตอร์ และส่งข้อมูลต าแหน่งของรถรางสู่ Target computer เพื่อประมวลผลต่อไป แสดงดัง
รูปที่ 3.10 
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รูปที่ 3.10 โครงสร้างของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมในการทดลอง 

 
3.3 แบบจ ำลองสมกำรทำงคณิตศำสตร์ 
 ในการหาแบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตร์ของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม จะแบง่ออกเป็น
สองส่วนคือ การหาแบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตร์ของอินเวอร์ทเพนดูลัมและรถราง ซึ่งเป็นการ
หาสมการทางคณิตศาสตร์โดยรวมของเพนดูลัมและรถราง โดยใช้ทฤษฏีลากรองจ์มาช่วยในการหา
สมการ ส่วนที่สองคือการหาสมการทางคณิตศาสตร์ของมอเตอร์และรางเลื่อน ซึ่งหาได้จากการหา
เอกลักษณ์ของระบบโดยใช้โปรแกรม MATLAB ช่วยในการหาสมการ หลังจากนั้นจึงน าสมการทาง
คณิตศาสตร์ที่หาไว้ทั้งสอง เขียนรวมเป็นสมการโดยรวมของระบบ และน าสมการโดยรวมที่ได้
น าไปใช้เป็นค่าในการออกแบบตัวควบคุม และยังน าไปใช้ในการจ าลองการควบคุมโดยใช้โปรแกรม 
MATLAB อีกด้วย 

3.3.1 แบบจ ำลองสมกำรทำงคณิตศำสตร์ของอินเวอร์ทเพนดูลัมและรถรำง 
ในการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของเพนดูลัมและรถราง จะน าทฤษฏีลากรองจ์มาใช้

เนื่องจากระบบการเคลื่อนที่ของเพนดูลัมมคีวามซับซ้อนและไม่เป็นเชงิเส้น การใชส้มการลากรองจ์ 
จะศึกษาได้ง่ายกว่า และเนื่องจากมวลของก้านเพนดูลมัและมวลที่ปลายเพนดูลัม เมื่อพิจารณามวล
โดยรวมแล้วมจีุดศูนย์ถ่วงใกล้บริเวณจุดศนูย์ถ่วงของมวลที่ปลายเพนดลูัมเพียงอย่างเดียว ดังนั้นเพื่อ 
ให้ง่ายต่อการศึกษา จึงก าหนดให้พิจารณามวลโดยรวมที่ปลายเพนดูลัมเพียงต าแหน่งเดียว โดยมี
ขั้นตอนดังนี ้
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รูปที่ 3.11 แบบจ าลองอินเวอร์ทเพนดูลัมและรถราง 

 
พิจารณาที่มวล (m) 
เวกเตอร์ต าแหน่ง m คือ 
 

   sin cosmr x L i L j       (3.2) 
 

เวกเตอร์ความเร็ว m คือ 
 

   cos sinmr x L i L j          (3.3) 
 

และ 
 

   
2 2

2 2 2 cos cos sinmr x xL L L           (3.4) 
 

จัดรูปใหม่ได ้
 

2 2 2 2 2 cosmr x L L x        (3.5) 
 

พิจารณาที่มวล (M) 
เวกเตอร์ต าแหน่ง M คือ 
 

Mr xi      (3.6) 
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เวกเตอร์ความเร็ว M คือ 
 

Mr xi      (3.7) 
 

และ 
 

2 2

Mr x      (3.8) 
 

ดังนั้น Lagrangian function ของระบบสามารถหาได้จาก 
 

L T V       (3.9) 
 

พลังงานจลนข์องระบบหาได้จาก 
 

2 21 1

2 2
M mT Mr mr       (3.10) 

 
น าสมการ (3.5) และ (3.8) แทนใน (3.10) 

 

  2 2 21 1
cos

2 2
T M m x mL mL x        (3.11) 

 
พลังงานศักย์ของระบบหาไดจ้าก 

 
cosV mgL        (3.12) 

 
น าสมการ (3.11) และ (3.12) แทนใน (3.9) 
 

  2 2 21 1
cos cos

2 2
L M m x mL mL x mgL         (3.13) 
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สมการลากรองจ์คือ 
 

i

d L L
Q

dt  

  
  

  
     (3.14) 

 
หาสมการในแต่ละเทอมของสมการลากรองจ์ 
 

sin sin
L

mL x mgL 



  


    (3.15)  

 

cos
L

mL mL x 



 


     (3.16) 

 
2 cos sin

d L
mL mL x mL x

dt
  



 
   

 
   (3.17) 

 
เมื่อพิจารณาพกิัดเชิงมุมของเพนดูลัม   จะไม่มีแรงใดๆมากระท าดังนั้นจะเขียนสมการลากรองจ์ได้ 
 

0
d L L

dt  

  
  

  
     (3.18) 

 
น า (3.15) และ (3.17) แทนใน (3.18) จะได้สมการการเคลื่อนที่ของอินเวอร์ทเพนดูลัมดังนี้ 
 
   2 cos sin 0mL mL x mgL         (3.19) 

 
จากสมการที่ (3.19) จะเห็นวา่เป็นสมการท่ีไม่เป็นเชิงเส้น เพื่อให้ง่ายต่อการออกแบบตัวควบคุม จึงหา
สมการเชิงเส้นของระบบอินเวอร์ทเพนดลูัมจากสมการ (3.19) โดยการท าให้สมการเป็นเชงิเส้น 
(Linearization) ซึ่งมตีัวแปรของสมการคือ   x =  0 0  จากสมการ (3.19) จัดรูปใหมค่ือ 
 

1
sin cos

g
x

L L
        (3.20) 

 
หาสมการเชิงเส้นของระบบได้จาก 
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0 0

x
x

 
 


 

 
 
 

     (3.21) 

 
หาสมการในแต่ละเทอมของสมการ (3.21) 
 

00

1
sin cos

g g
x

L L L


 




  
     

    (3.22) 

 

   
00

1 1
cos

x L L






  
      

     (3.23) 

 
น าสมการ (3.22) และ (3.23) แทนใน (3.21) จะได้สมการเชิงเส้นของสมการการเคลื่อนที่ของเพนดลูัม
คือ 
 

1g
x

L L
         (3.24) 

 
3.3.2 แบบจ ำลองสมกำรทำงคณิตศำสตร์ของมอเตอรแ์ละรำงเลื่อน 
หาแบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตร์ของมอเตอร์และรางเล่ือน ผู้ท าวิจัยไดใ้ช้ชุดการทดลอง

ที่ประกอบไปด้วยชดุมอเตอร์ รถรางและรางเล่ือน ดังรูปที ่3.12 
 

 

รูปที ่3.12 ชุดมอเตอร์และรางเล่ือน 

ท าการทดลองโดยการเก็บข้อมูลจากการทดลอง และน าข้อมูลไปหาเอกลักษณข์องระบบ 
(System identification) โดยใชโ้ปรแกรม MATLAB ช่วยในการหาแบบจ าลองโดยมีขัน้ตอนดังนี ้
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รูปที่ 3.13 โครงสร้างการท างานของชุดมอเตอร์และรางเล่ือนโดยใช้ซอฟแวร์เพื่อหาแบบจ าลอง

สมการทางคณิตศาสตร ์
 

ในการหาแบบจ าลองทางคณติศาสตร์ของมอเตอร์ เราท าการจ่ายแรงดันไฟฟ้าแบบ Step
ให้กับมอเตอร์ตั้งแต่ -10V ถึง +10V เข้าสู่ระบบจากนั้นเก็บข้อมลูสัญญาณขาออกซึ่งจะได้เปน็ค่า
ความเร็วของการเคล่ือนที่ ( )Vel s  และน าสัญญาณที่ได้เข้าสู่การหาเอกลักษณ์ของระบบโดยใช้
โปรแกรม MATLAB ช่วยในการหาค่าโดยมีฟังก์ชนัถ่ายโอน (Transfer function) ของระบบคือ 

 

 
 

  1

Vel s K
G s

V s s
 


    (3.25) 

 
เมื่อ  ( )Vel s   คือ ความเร็วในการเคล่ือนทีข่องรถราง 
       ( )V s  คือ แรงดันไฟฟ้าขาเข้าที่จ่ายให้กับมอเตอร ์
       K  คือ ค่าอัตราขยาย DC ของระบบ  
         คือ เวลาคงที่ของระบบ  
จากนั้นน าฟังก์ชันถ่ายโอนจากสมการ (3.25) มาอินทิเกรตได้สัญญาณขาออกเป็นต าแหน่ง  X s  
ดังนั้นฟังก์ชันถ่ายโอนของระบบที่ได้เป็น 
 

2

1

( )

( ) ( )

KX s

V s s s K



     (3.26) 

 
จากสมการ (3.26) สามารถหาค่าตัวแปรได้คือ 

1K  = 80.52 และ 
2K  = 18.10 และสามารถเขียน

แบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตร์ของมอเตอร์และรถรางที่อยู่ในโดเมนเวลา ได้ดังนี ้
 

2 1x K V K x       (3.27) 
 
เมื่อได้แบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตร์ของมอเตอร์และรางเล่ือน เราจะเปรยีบเทียบสัญญาณกับ
ระบบจริงโดยการจ่ายสัญญาณแบบขั้นบนัได (Step signal) เพื่อดูผลตอบสนองดังรูปที่ 3.14 
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รูปที่ 3.14 ผลตอบสนองสัญญาณขาออกจากการทดลองจริงและแบบจ าลอง 

 
3.3.3 แบบจ ำลองสมกำรทำงคณิตศำสตร์รวมของระบบ 
เมื่อได้แบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตร์ของอินเวอร์ทเพนดูลัมและรถราง และแบบจ าลอง

สมการทางคณิตศาสตร์ของมอเตอร์และรถราง ดังนั้นสามารถหาสมการรวมของระบบจากการน า
สมการ (3.24) แทนค่าใน (3.27) จะได ้

 
1 2K Kg

x V
L L L

        (3.28) 

 
สามารถเขียนสมการรวมของระบบให้อยู่ในรูปสมการปริภูมิสถานะได้จาก 

      
( ) ( )x Ax t Bu t     
( ) ( )y Cx t Du t        (3.29) 

 
โดยมีตัวแปรสถานะ คือ    x x  

 
และสัญญาณขาเข้า คือ  V  

สามารถเขียนสมการปริภูมิสถานะของระบบรวมได ้
 

 
1 2

1 2

0 1 0 0 0

0 0

0 0 0 1 0

0 0 0

K Kg
d

VL L L
dt x x

x x
K K

 

 

   
      
             
      
                  
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0 1 0 0 0

0 0 0 1 0
y

x

x





 
 

            
 
  

      (3.30) 

 
เขียนในรูปฟังก์ชันถ่ายโอนได้ 
 

3

2 2

4 3 2

1 2 1

( )

( )

g
K s K s

X s L
g gV s

s K s K s K s
L L

 


  

    (3.31) 

 
ในการทดลองก าหนดค่าพารามิเตอร์ของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมดังนี ้ 

 
         ตารางท่ี 3.1 พารามิเตอร์ของระบบอินเวอร์ทเพนดลูัม 

มวลของเพนดลูัม (m) 1 kg 

ความยาวก้านเพนดูลัม (L) 0.63 m 

ความเร่งแรงโน้มถ่วงโลก (g) 9.81 m/sec2 

 
3.4 กำรออกแบบตัวควบคุม 

3.4.1 กำรออกแบบตัวควบคมุ MRAC 
การออกแบบตัวควบคุม MRAC ก าหนดตัวแปรขาเข้าของระบบ r เท่ากับ 0 และมีตัวแปร

สถานะออกจากระบบเป็น [    ]Tx x   ซึ่งในการควบคุมแบบ MRAC จะใช้โมเดลแบบที่ถูกจดัให้มี
รูปแบบที่สามารถควบคุมได ้ จึงต้องมีการแปลงตัวแปรสถานะที่ออกจากระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมให้
เป็นตัวแปรสถานะในโมเดลแบบที่ถูกจัดให้มีรูปแบบทีส่ามารถควบคุมได้ โดยใช้เมทริกซ์การแปลง 
ซึ่งจะได้ตัวแปรสถานะใหม่เป็น 

px  โดยโครงสร้างของระบบมีดังรูปที่ 3.15 
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รูปที่ 3.15 โครงสร้างการออกแบบตวัควบคุม MRAC  

 
โมเดลอ้างอิงที่จะใช้เป็นค่าอ้างอิงให้กับระบบได้มาจาก ITAE (Integral of Time multiplied by 
Absolute Error) โดยมีฟังก์ชนัถ่ายโอนของระบบวงปิด คือ 
 

2

( )

( ) ( )

C s K

R s s bs a K


  
    (3.32) 

 
สัมประสิทธิ์ของสมการคุณลักษณะของโมเดลอ้างอิงที่เหมาะสมหามาจาก ITAE [13] คือ 
        
                ตารางท่ี 3.2 สัมประสิทธิ์ของสมการคุณลักษณะท่ีเหมาะสมโดย ITAE  
 
  
 
 
 
เขียนให้อยู่ในรูปแบบที่สามารถควบคุมไดจ้ะได้เมทริกซโ์มเดลอ้างอิงจากสมการ (2.11) ซึ่งจะได้ค่า 

,  m mA B และ mC  ดังนี้ 
 

4 3 2

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

2.7 3.4 2.1

m

n n n n

A

   

 
 
 
 
 
    

 

ns   
2 21.4 n ns s    
3 2 2 31.75 2.15n n ns s s      
4 3 2 2 3 42.1 3.4 2.7n n n ns s s s        
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0

0

0

1

mB

 
 
 
 
 
 

 และ 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

mC

 
 
 
 
 
 

         (3.33) 

 
จากสมการเลียปูนอฟ (2.17) ก าหนดเมทริกซ์ Q และ P คือ 
 

1

2

3

4

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

q

q
Q

q

q

 
 


 
 
 

 

     (3.34) 

 
และ 
 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

         

         

         

         

p p p p

p p p p
P

p p p p

p p p p

 
 
 
 
 
 

     (3.35) 

 
จากสมการ (2.20) จะได้กฎการปรับตัวคือ 
 

 

1

2

14 24 34 44

3

4

0 0 0

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 0

pK t p e t p e t p e t p e t z t









 
 
     
 
 
 

 (3.36) 

 
เมื่อค่า i  เสมือนค่าอัตราเร็วในการปรับตัว 
ตัวแปรสถานะ 

px  หาได้จาก  
 

1    
T

px T x x           (3.37) 
 

เมื่อ T  คือเมทริกซ์การแปลงและ 
p

x  คือเวกเตอร์ใหม่ที่ได้จากการแปลงพิกัด  
ก าหนดกฎการควบคุมคือ 
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( ) ( ) ( )pU t K t x t        (3.38) 
 

เมื่อ K  คือ ค่าอัตราขยายป้อนกลับ ในการควบคุม MRAC ในขณะเริ่มต้นจะยังไม่มคี่าอัตราขยาย
ดังนั้นจึงต้องหาค่าอัตราขยายเริ่มต้น ( K ) ซึ่งหาได้จากสมการของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม ซึ่งอยู่ใน 
รูปแบบที่สามารถควบคุมไดโ้ดยใช้สมการ (3.31) และตารางที่ 3.1 เปน็ค่าพารามิเตอร์ในการค านวณ 
จากสมการ (2.7) สามารถหาเมทริกซ์ ,  p pA B  และ 

pC  ได้ดังนี ้
 

1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

pA

g g
K K K

L L

 
 
 

  
 
 
  

 

0

0

0

1

pB

 
 
 
 
 
 

 และ 
2

2 2

0 0 0

0 0
p

K

L
C

g
K K

L

 
 

  
  
  

      (3.39) 

 
สามารถหาค่า K  เพื่อใช้เป็นคา่อัตราขยายเริม่ต้นโดยใช้ LQR จากรูปแบบที่สามารถควบคุมได้โดย
ก าหนดค่า Q = diag{10000 0 1 0} และ R = 0.0001 ซึ่งจะได้ค่าอัตราขยายเริ่มตน้ (K ) คือ 
 

 10000.00  7471.92  1870.26  20.59K

    (3.40) 

 
หาเมทริกซ์การแปลงจากสมการ (2.31) จะได ้
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2 2

2 2

0 0 0

0 0 0
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0 0

0 0

K

L

K

L
T x

g
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L

g
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 
 
 
 

  
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   (3.41) 
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และสามารถหา 1T   ได ้
 

2 2

2 2

2 2

1 2 2

2

2

0 0

0 0

0 0 0

0 0 0

L L

gK gK

L L

gK gK
T

L

K

L

K



 
  
 
 

  
 
 
 
 
 
 
  

   (3.42) 

 
3.4.2 กำรออกแบบตัวควบคมุสถำนะป้อนกลับ 

 

 
รูปที่ 3.16 โครงสร้างการออกแบบตวัควบคุมสถานะป้อนกลับ 

 
 การออกแบบตัวควบคุมสถานะป้อนกลับได้น าหลกัการ LQR มาใช้ในการออกแบบโดย
ก าหนดตัวแปรขาเข้าของระบบ r เท่ากับ 0 และใช้ตวัสังเกตการณ์เป็นตัวประมาณค่าตัวแปรสถานะ 
เนื่องจากมีตัวแปรบางตัวไมส่ามารถวัดค่าได้ ก าหนดกฎการควบคุมคือ 
 

    xu K x       (3.43) 
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สามารถหาค่าอัตราขยาย xK  ออกแบบโดยใช้หลักการควบคุม LQR โดยใช้สมการ (3.30) และตาราง
ท่ี 3.1 เป็นค่าพารามิเตอร์ในการค านวณ ก าหนดค่า Q = diag{10000 100 5000 0} และ R = 1 สามารถ
หาค่าอัตราขยาย xK  ได้คือ 
 

 198.86 44.69  70.71  58.10
x

K      (3.44) 

 
สามารถหาค่าเมทริกซ์ L เพื่อใช้ในการประมาณค่าตวัแปรสถานะดังรูปที่ 3.16 โดยใช้หลักการ LQR 
ก าหนดคา่    Q = diag{100 10 2000 10} และ R = diag{0.01 0.01} สามารถหาค่า L ได้คือ 
 

111.1992 39.7364 0 65.9862

0 0 457.3124 0.9920
L

 
  
 

   (3.45) 
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บทที่ 4 
ผลกำรทดลอง 

 
 ในบทนี้จะกลา่วถึงการทดลอง การท างานของตัวควบคุมการรักษาเสถียรภาพของอินเวอร์ท 
เพนดูลัม จากการออกแบบตัวควบคุมในหัวข้อที ่ 3.4 โดยมีตวัควบคุมสองตัวเพื่อเปรยีบเทียบ
ประสิทธิภาพของตัวควบคมุแบบมีค่าอัตราขยายคงที ่ และตัวควบคมุแบบมีค่าอัตราขยายแบบปรับตัว
ได้นั่นคือ ตวัควบคุมแบบ LQR และ MRAC ตามล าดับ โดยแบ่งการทดลองออกเป็นสองส่วนคือ ใน
ส่วนแรกจะท าการทดลองจากแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์โดยใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร ์ MATLAB 
เพื่อทดสอบว่าตัวควบคุมที่ออกแบบไว ้ สามารถน ามาใช้ในการรักษาเสถียรภาพของระบบอินเวอร์
ทเพนดูลัมได้หรือไม่ ซึ่งในระหว่างการจ าลองโดยใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์หากมีข้อผิดพลาดจะ
สามารถปรับปรุงตัวควบคมุให้มีประสิทธิภาพมากที่สดุก่อนน าไปใช้กับการทดลองระบบจริง ในการ
จ าลองจะแบ่งการจ าลองไดด้ังนี้ การจ าลองแรกเป็นการจ าลองการรักษาเสถียรภาพของระบบ ส่วน
การจ าลองท่ีสองเป็นการจ าลองการรักษาเสถียรภาพ ในขณะที่มีการเคล่ือนที่ของรถรางเพื่อเป็นการ
ทดสอบตัวรบกวนภายในระบบ โดยที่อินเวอร์ทเพนดูลัมสามารถเคลื่อนที่ติดตามต าแหน่งอ้างอิงแบบ 
Sine wave และยังสามารถรักษาเสถียรภาพอยู่ได้ สว่นการทดลองที่สองจะท าการทดลองกับชุดการ
ทดลองจริงในห้องปฏิบัติการโดยแบ่งการทดลองเช่นเดยีวกับการจ าลองโดยใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร ์
 

4.1 กำรจ ำลองกำรควบคุมกำรรักษำเสถียรภำพของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม 
 การจ าลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพของอินเวอร์ทเพนดูลัมจะใชโ้ปรแกรม MATLAB 
จ าลองการควบคุมโดยใช้ตัวควบคุมแบบ LQR และ MRAC เพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพตัวควบคุม
ทั้งสองแบบ ในการควบคุมต าแหน่งของรถรางและรักษาเสถียรภาพจากการออกแบบตวัควบคุมใน
หัวข้อ 3.4 โดยจุดประสงค์คือต้องการให้เพนดูลัมรักษาเสถียรภาพอยู่ได้ ณ จุดสมดุลโดยไม่มีตัว
รบกวนจากภายนอกและรถรางเคลื่อนที่อยู่บริเวณกึ่งกลางของรางเลื่อน โดยก าหนดให้รถรางเริ่มต้นที่
ต าแหน่งกึ่งกลางของรางเลื่อนเท่ากับ 0 m มุมเอียงเริ่มตน้ของเพนดูลมัเท่ากับ 0.15 rad จากสมการ
โมเดลอา้งอิง (2.11) ก าหนดค่า 10n  rad/s และสมการกฎการปรับตัว (3.36) ก าหนดค่า i = 
diag{1000 1000 1000 1000} ผลการจ าลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพของอนิเวอร์ทเพนดูลัม
แสดงดังรูปที่ 4.1, 4.2 และ 4.3 
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รูปที่ 4.1 ผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพระหว่างต าแหน่งของรถรางกับเวลา 

 

 
รูปที่ 4.2 ผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพระหว่างมุมของเพนดูลัมกบัเวลา 



41 

 
รูปที่ 4.3 ผลการจ าลองการรักษาเสถียรภาพระหว่างสัญญาณโวลต์ขาเข้ากับเวลา 

 
 จากผลการทดลองการรักษาเสถียรภาพของระบบอินเวอรท์เพนดูลัม จะเหน็ว่าตัวควบคุม 
LQR และ MRAC มีระยะเวลาการเข้าสู่จุดสมดุลที่ใกล้เคียงกันที่ประมาณ 4 วินาที เมื่อพิจารณา
ผลตอบสนองต าแหน่งของรถรางดังรูปที่ 4.1 จะเหน็ได้ว่าตัวควบคุม MRAC จะเกิดโอเวอร์ชูท 
(Overshoot) มากกว่าการควบคุม LQR เล็กน้อยก่อนเข้าสู่สมดุล   เมื่อพิจารณามุมเอียงของเพน-
ดูลัมก่อนเข้าสูส่มดุลดังรูปที่ 4.2 มีมุมก่อนเข้าสู่สมดุลที่ใกล้เคียงกัน และตัวควบคุมทั้งสองยังสามารถ
รักษาเสถียรภาพของเพนดูลมัอยู่ได ้
 

4.2 กำรจ ำลองกำรควบคุมกำรติดตำมต ำแหน่งของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม 
 การจ าลองการควบคุมการตดิตามต าแหน่งของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม มีจุดประสงค์เพื่อ
ทดสอบระบบเมื่อมีการรบกวนภายในระบบ โดยในการจ าลองการติดตามต าแหน่งนี้จะใส่สัญญาณขา
เข้าอ้างอิงให้กบัรถรางโดยที่รถรางจะเคลื่อนที่ในลักษณะ Sine wave โดยต้องการให้รถรางเคลื่อนที่
ติดตามต าแหน่งตามสัญญาณอ้างอิงไดใ้กล้เคียงมากที่สุด และเพนดูลัมยังสามารถรักษาเสถียรภาพอยู่
ได้ โดยก าหนดสัญญาณอา้งอิงลักษณะ Sine wave โดยรถรางจะมีระยะของการเคล่ือนที่ ระหว่าง 
 0.04 m และมคีวามถี ่ 2Hz จากจุดกึ่งกลางของรางเลื่อน ก าหนดให้รถรางเริ่มต้นที่ต าแหน่งกึ่งกลาง
ของรางเลื่อนเท่ากับ 0 m มุมเอียงเริ่มต้นของเพนดูลัมเทา่กับ 0 rad ส่วนค่าการทดลองก าหนดค่าต่างๆ 
เช่นเดียวกับการจ าลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพของอินเวอร์ทเพนดูลัมในหัวข้อ 4.1 ผลการ
จ าลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งของระบบอินเวอรท์เพนดูลัมแสดงดังรูปที่ 4.4, 4.5 และ 4.6 
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รูปที่ 4.4 ผลการจ าลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งระหว่างต าแหน่งของรถรางกับเวลา 

 

 
รูปที่ 4.5 ผลการจ าลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งระหว่างมุมของเพนดูลัมกับเวลา 
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 รูปที่ 4.6 ผลการจ าลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งระหว่างสัญญาณโวลตข์าเข้ากับเวลา 

 
ผลการจ าลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม เมื่อพิจารณา

ต าแหน่งของเพนดูลัมดังรูปที่ 4.4 ตัวควบคุม LQR จะมีตอบสนองต่อสัญญาณอ้างอิงท่ีช้ากว่าสัญญาณ
อ้างอิงประมาณ 0.5 วินาที ส่วนตัวควบคมุ MRAC สามารถติดตามต าแหน่งได้ใกล้เคียงกับสัญญาณ
อ้างอิง เมื่อพิจารณามุมเอียงของเพนดูลัมดงัรูปที่ 4.5 จะสังเกตว่าตวัควบคุม MRAC จะตอบสนองได้
เร็วกว่าตัวควบคุม LQR และตัวควบคุมทัง้สองยังสามารถรักษาเสถียรภาพของเพนดูลัมอยู่ได้ 
 

4.3 กำรทดลองกำรควบคุมกำรรักษำเสถียรภำพของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม 
 หลังจากได้จ าลองตัวควบคุมการรักษาเสถียรภาพ ของระบบอินเวอรท์เพนดูลัมดว้ยโปรแกรม
MATLAB ท าให้สามารถปรับปรุงค่าการทดลองได้อย่างมีประสิทธิภาพและแก้ไขขอ้ผิดพลาดหลายๆ
ประการ หลังจากนั้นจึงน าตวัควบคุมที่ไดจ้ากการจ าลองมาทดลองกับชุดการทดลองจริง แต่เนื่องจาก
ระบบที่ใช้ในการทดลองจริงมแีรงเสียดทานจากรางเลื่อนซึ่งมีผลต่อระบบ จึงมกีารปรบัค่าการทดลอง
เล็กน้อย เพื่อให้ตัวควบคุมมคีวามเหมาะสมต่อระบบมากที่สุด 
 การทดลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม ก าหนดการทดลอง
เช่นเดียวกับการจ าลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพของอินเวอร์ทเพนดูลัมในหัวข้อที่ 4.1 จาก
สมการโมเดลอ้างอิง (2.11) ก าหนดค่า 20n  rad/s และสมการกฎการปรับตัว (3.36) ก าหนดค่า 

i = diag{3000 3000 3000 3000} ผลการทดลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพของอินเวอร์ทเพน-
ดูลัมแสดงดังรปูที่ 4.7, 4.8 และ 4.9 
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รูปที่ 4.7 ผลการทดลองการรักษาเสถียรภาพระหว่างต าแหน่งของรถรางกับเวลา 

 

 
รูปที่ 4.8 ผลการทดลองการรักษาเสถียรภาพระหว่างมุมของเพนดูลัมกบัเวลา 
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รูปที่ 4.9 ผลการทดลองการรักษาเสถียรภาพระหว่างสัญญาณโวลต์ขาเข้ากับเวลา 

 
 จากผลการทดลองตัวควบคุมการทดลองการรักษาเสถียรภาพ ของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม 
เมื่อพิจารณาทีต่ าแหน่งของรถรางดังรูปที่ 4.7 จะสังเกตวา่ตัวควบคุม LQR และ MRAC สามารถเข้าสู่
ต าแหน่งสมดุลได้ในเวลาใกล้เคียงกันที่ 4 วินาที แต่ตัวควบคุม LQR จะมีการแกว่งของรถรางเข้าสู่
สมดุลมากกว่าตัวควบคุม MRAC เพียงเล็กน้อย เมื่อพจิารณามุมของเพนดูลัมดังรูปที่ 4.8 จะสังเกตว่า
ตัวควบคุม LQR และ MRAC มีมุมการเอียงที่ใกล้เคยีงกันก่อนทีจ่ะเข้าสู่สมดุล และตัวควบคุมทั้งสอง
ยังสามารถรักษาเสถียรภาพของเพนดูลัมอยู่ได้ 
 

4.4 กำรทดลองกำรควบคุมกำรติดตำมต ำแหน่งของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม 
 การทดลองการควบคุมการตดิตามต าแหน่งของระบบอนิเวอร์ทเพนดูลัม จะท าการทดลอง 
เช่นเดียวกับการจ าลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมในหัวข้อที่ 4.2 
จากสมการโมเดลอ้างอิง (2.11) ก าหนดค่า 25n  rad/s และสมการกฎการปรบัตัว (3.36) ก าหนดค่า 

i = diag{1000 1000 1000 1000} ผลการจ าลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งของระบบอินเวอร์ท 
เพนดูลัมแสดงดังรูปที่ 4.10, 4.11, 4.12, 4.13, 4.14 และ 4.15 
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รูปที่ 4.10 ผลการทดลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งระหว่างต าแหน่งของรถรางกับเวลา  

           ในช่วงเวลา 0-15 sec. 
 

 
รูปที ่4.11 ผลการทดลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งระหว่างต าแหน่งของรถรางกับเวลา  

           ในช่วงเวลา 15-30 sec. 
 



47 

 
รูปที่ 4.12 ผลการทดลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งระหว่างมมุของเพนดูลัมกับเวลา  

             ในช่วงเวลา 0-15 sec. 
 

 
รูปที่ 4.13 ผลการทดลองการควบคุมการตดิตามต าแหน่งระหว่างมมุของเพนดูลัมกับเวลา  

              ในช่วงเวลา 15-30 sec. 
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รูปที่ 4.14 ผลการทดลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งระหว่างสัญญาณโวลต์ขาเขา้กับเวลา  

          ในช่วงเวลา 0-15 sec. 
 

 
รูปที่ 4.15 ผลการทดลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งระหว่างสัญญาณโวลตข์าเขา้กับเวลา  

          ในช่วงเวลา 15-30 sec. 
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ผลการทดลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม เมื่อพิจารณา
ต าแหน่งของเพนดูลัมดังรูปที่ 4.10 และ 4.11 ตัวควบคุม LQR จะมีการเหลื่อมล้ าของสัญญาณออกจาก
สัญญาณอ้างอิงในช่วงวินาทีที่ 4 ถึง 10 และในชว่งวินาททีี่ 12 ถึง 18 ส่วนตวัควบคุม MRAC สังเกตว่า
จะมีค่าโอเวอรช์ูทเกิดขึ้นเล็กน้อย แต่ยังสามารถติดตามต าแหน่งไดใ้กล้เคียงกับสัญญาณอ้างอิง เมื่อ
พิจารณามุมเอยีงของเพนดูลัมดังรูปท่ี 4.12 และ 4.13 ตวัควบคุม LQR จะมีการแกว่งของสัญญาณที่ไม่
คงที ่ส่วนตัวควบคุม MRAC จะมีการแกว่งของสัญญาณท่ีคงท่ี และตัวควบคุมทั้งสองยังสามารถรักษา
เสถียรภาพของเพนดูลัมอยูไ่ด้ 
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บทที่ 5 
สรุปผลกำรทดลองและข้อเสนอแนะ 

 
5.1  สรุปผลกำรทดลอง 

วิทยานิพนธ์ฉบับนี้ได้น าเสนอการออกแบบตัวควบคุมแบบปรับตัวชนิด MRAC ส าหรับ
ระบบอินเวอรท์เพนดูลัม ตัวควบคุมความเสถียรภาพถูกออกแบบโดยทฤษฏีเลียปูนอฟ โดย
จุดประสงค์คอืต้องการควบคุมให้เพนดูลมัสามารถรักษาเสถียรภาพ ณ ต าแหน่งสมดุล เพื่อ
เปรียบเทียบตวัควบคุมที่มีคา่อัตราขยายแบบปรับตัว และตัวควบคมุที่มีค่าอัตราขยายคงที่จึงได้น าตัว
ควบคุม LQR มาใช้ในการทดลองเพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการควบคุม ในเบื้องต้นได้จ าลอง
การทดลองของระบบโดยใชโ้ปรแกรม MATLAB การหาแบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตร์ของ
ระบบอินเวอรท์เพนดูลัมได้น าสมการลากรองจ์มาช่วยในการหาแบบจ าลอง แต่เนื่องจากสมการการ
เคลื่อนทีข่องระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมที่หาได้เป็นสมการที่ไม่เป็นเชิงเสน้ ดังนั้นจึงได้ประมาณ
แบบจ าลองสมการคณิตศาสตร์ของระบบโดยการท าให้เป็นเชิงเสน้เสียก่อน แล้วจึงน าไปใชใ้นการ
ออกแบบตัวควบคุมต่อไป นอกจากนั้นระบบมีตัวแปรบางตัวที่ไม่ทราบค่าจึงได้ใชต้ัวสังเกตมาชว่ยใน
การประมาณคา่ตัวแปรสถานะ  

การทดลองแบง่ออกเป็นสองส่วนคือ ส่วนแรกการทดลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพ
ของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมโดยมีจุดประสงค์คือ ต้องการให้เพนดูลมัสามารถรักษาเสถียรภาพเอาไว้
ได้ ส่วนการทดลองท่ีสองคือการทดลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม
เพื่อทดสอบระบบเมื่อมีตัวรบกวนภายในระบบ โดยมีจุดประสงคค์ือทดสอบความสามารถของตัว
ควบคุมในการติดตามต าแหน่งตามสัญญาณขาเข้าอ้างอิง โดยที่เพนดูลัมยังสามารถรักษาเสถียรภาพ
เอาไว้ได้ โดยมีการปรับความถี่ของการเคล่ือนที่ในลักษณะ Sine wave ที่ความถี่ 2Hz เพื่อดู
ผลตอบสนองของระบบจากตัวควบคุมที่ได้ออกแบบไว ้ แต่เนื่องจากมีแรงเสียดทานจากตัวรางเลื่อน 
ดังนั้นตวัควบคุมที่ได้จากผลการจ าลอง จึงต้องมีการปรับปรุงให้มีความเหมาะสมต่อระบบการทดลอง
จริงอีกเล็กน้อย 

จากผลการจ าลองและผลการทดลองการรักษาเสถียรภาพของระบบอินเวอร์ทเพนดลูัม ใน
หัวข้อที่ 4.1 และ 4.3 พบว่าในการทดลองตัวควบคุม LQR และ MRAC สามารถรักษาเสถียรภาพของ
ระบบอินเวอรท์เพนดูลัมเอาไว้ได้ นั่นคือสามารถเล้ียงให้เพนดูลัมใหต้ั้งตรงอยู่ได้ โดยใช้เวลาในการ
เข้าสู่จุดสมดุลประมาณ 4 วินาที ซึ่งผลการทดลองกับระบบจริงมีทิศทางเดียวกับผลการจ าลองโดยใช้
โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ส่วนผลการจ าลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งของระบบอินเวอร์ทเพน-
ดูลัมในหัวข้อที่ 4.2 เพื่อพิจารณาต าแหน่งของรถรางดังรูปที่ 4.4 ตัวควบคุม LQR มีการตอบสนองที่ช้า



51 

กว่ากว่าสัญญาณอ้างอิงประมาณ 0.5 วินาที ส่วนตวัควบคุม MRAC สามารถติดตามต าแหน่งสัญญาณ
อ้างอิงได้ใกลเ้คียงกับสัญญาณอ้างอิง ส่วนผลการทดลองการควบคุมการติดตามต าแหน่งของระบบ
อินเวอร์ทเพนดูลัมในหัวข้อที่ 4.4 เพื่อพิจารณาต าแหน่งของรถรางดังรูปที่ 4.10 และ 4.11 ตัวควบคุม 
LQR มีการเหลื่อมล้ าของสัญญาณเมื่อเปรียบเทียบกับสัญญาณขาเข้าอ้างอิง โดยมีการเหลื่อมล้ าของ
สัญญาณในช่วงวินาทีที่ 4 ถึง 10 และเกิดขึ้นอีกในชว่งวนิาทีที่ 12 ถึง 18 ซึ่งจะเห็นวา่ตัวควบคุม LQR 
พยายามรกัษาต าแหน่งการเคลื่อนที่ให้เป็นไปตามสัญญาณอ้างอิง แต่เนื่องจากมีการตอบสนองที่ไม่
คงที่จึงท าให้เกิดการเหลื่อมล้ าของสัญญาณ ส่วนตวัควบคุม MRAC เมื่อพิจารณาการติดตามสัญญาณ
อ้างอิงจะเห็นว่ามีโอเวอร์ชทู เกิดขึ้นเล็กน้อยเมื่อเปรยีบเทียบกับสัญญาณขาเข้าอ้างอิง แต่ยังคงติดตาม
ต าแหน่งไดใ้กล้เคียงและคงทีก่ับสัญญาณอ้างอิงตลอดช่วงการทดลอง และเพนดูลัมยังคงรักษา
เสถียรภาพเอาไว้ได้ เมื่อพิจารณามุมของเพนดูลัมดังรูปที่ 4.12 และ 4.13 ตัวควบคุม MRAC จะมี
สัญญาณที่คงทีก่ว่าตั้งแต่ 0 ถึง 0.02 rad ส่วนตวัควบคุม LQR จะมีการแกว่งของสญัญาณที่ไม่คงที่
ตั้งแต่ 0 ถึง 0.015 rad  

เมื่อพิจารณาตวัควบคุม LQR และ MRAC แล้วจะเห็นไดว้่าในการทดลองการรักษา
เสถียรภาพ ตัวควบคุมทั้งสองสามารถเข้าสู่สมดุลและรักษาเสถียรภาพของระบบเอาไว้ได้ และยัง
สามารถเข้าสู่สมดุลได้ในเวลาที่ใกล้เคียงกัน ส่วนในการทดลองการติดตามต าแหน่งตัวควบคุม LQR 
มีการเหลื่อมล้ าของสัญญาณและไม่คงที่ ส่วนตัวควบคมุ MRAC สามารถติดตามต าแหน่งใกล้เคียง
และคงที ่ แสดงให้เห็นว่าค่าอัตราขยายมีความยืดหยุ่น สามารถปรับค่าไปตามสัญญาณอ้างอิงในระบบ
ได้ใกล้เคยีงกวา่ตัวควบคุม LQR 

 
5.2 ปัญหำที่พบในกำรวิจัยและแนวทำงในกำรแก้ปัญหำ 

5.2.1 กล้องความเร็วสูงที่ตดิตั้งอาจมีมุมเอียงเกิดขึ้นในขณะท าการทดลองเล็กน้อย เนื่องจากการ
สั่นสะเทือนของชุดการทดลอง ดังนั้นจึงควรมีการปรับเทียบ (Calibration) กล้องทุกครั้ง
ก่อนท าการทดลอง เพื่อให้ผลการทดลองมีความแม่นย ามากยิ่งขึ้น 

5.2.2 มีสัญญาณรบกวนทางไฟฟ้าภายในระบบ ท าให้การท างานของมอเตอรไ์ม่นิ่ง และต้องท า
การปรับออฟเซต (Offset) การจ่ายไฟก่อนท าการทดลอง ดังนั้นจึงควรแยกอุปกรณ์ที่
เกี่ยวข้องกับการทดลองออกจากแหล่งก าเนิดไฟฟ้าและควรมีอุปกรณ์กรองไฟ เพื่อลดการ
รบกวนจากสญัญาณทางไฟฟ้า  
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5.3 ข้อเสนอแนะและแนวทำงกำรพัฒนำ  
5.3.1 เนื่องจากรางเลื่อนที่ใช้ในการทดลองมีระยะ 0.55 m และกล้องความเร็วสูงมีระยะในการ

จับภาพที่แคบท าให้เกิดข้อจ ากัดในการเคล่ือนที่ของเพนดูลัม ดังนั้นจึงควรเพิ่มความยาว
ของรางเลื่อน และติดตั้งกล้องความเรว็สูงให้อยู่ห่างจากวัตถุมากขึ้นเพื่อท าให้เกดิมุมที่
กว้างมากขึ้น 

5.3.2 เนื่องจากตัวควบคุม MRAC ยังมีสญัญาณโอเวอร์ชูทเกิดขึ้น เพื่อให้ระบบมีเสถียรภาพและ
สัญญาณมคีวามคงที่ของมากขึ้น จึงควรเพิม่ตัวควบคุมภายในระบบ เชน่ ตัวควบคุม โรบัส 
เพื่อให้สัญญาณของระบบมคีวามคงที่มากยิ่งขึ้น 

5.3.3 เนื่องจากการวจิัยระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมและรถราง มีการทดลองการรักษาเสถียรภาพ ณ 
จุดสมดุลบนเท่านั้น ดังนั้นเพื่อเพิ่มความหลายหลายในการทดลองระบบอินเวอร์ทเพน-
ดูลัมจึงควรเพิ่มการทดลองระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมแบบเหวี่ยงขึ้น (Swing up) จากจุด
สมดุลล่างข้ึนสู่จุดสมดุลบน  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



53 

เอกสำรอ้ำงอิง 
[1] Han Y., Tzoneva R. and Behardien S., “MATLAB, LabVIEW and FPGA Linear Control of 

an Inverted Pendulum,” IEEE (Electronic), 2007, pp. 1-7, IEEE organization/IEEEXplorer (15 
February 2009) 

[2] Panya S., “Hybrid PD-Slinding Mode Controller Design for Inverted Pendulum on Cart 
System,” Control Engineering, School of Control Engineering, King Mongkut’s Institute of 
Technology Ladkrabang, 2007 

[3] Muskinja N. and Tovornik B., “Adaptive State Controller for Inverted Pendulum,” 2005, 
Available : http://med.ee.nd.edu/ (23 March 2009) 

[4] Nundrakwang S., “Swinging Up and Stabilizing Control of The Inverted Pendulum On 
Cart,” Control Engineering, School of Control Engineering, King Mongkut’s Institute of 
Technology Ladkrabang, 2005 

[5] Keo L., “Implementation and Controller Design of A Mobile Inverted Pendulum,” 
Electrical Engineering, Faculty of Engineering, Chulalongkorn University, 2006 

[6] Zhang W., “Two Stage Inverted Pendulum,” 1996, Available : http://www.aptronix.com/-
fuzzynet,  (5 August 2009) 

[7] Printrakoon W., “Swinging Up and Stabilizing Controllers for Rotational Inverted 
Pendulum System,” Control Engineering, School of Control Engineering, King Mongkut’s 
Institute of Technology Ladkrabang, 2008 

[8] Wangwarunyoo W., “Inverted Pendulum Control by Using Image Sensing and Fuzzy 
Logic,” Electrical Engineering, Faculty of Engineering, Kasetsart University, 2001 

[9] Borikuppakul P., “Design of an Adaptive Integral Backstepping Controller for Permanent 
Magnet Synchronous Motors,” Electrical Engineering, School of Electrical Engineering, King 
Mongkut’s University of Technology North Bangkok, 2003 

[10] Eiamampai C., “Position Control of DC Motors by MRAC,” Electrical Engineering, Faculty 
of Engineering, King Mongkut’s Institute of Technology Ladkrabang, 2008 

[11] Slotine E. J. and Weiping L., “Applied Nonlinear Control,” Prentice-Hall International 
Editions, 1991, pp. 57-83 

[12] Narendra S. K. and Annaswamy M. A., “Stable Adaptive System,” Prentice-Hall 
International Inc., 1989, pp. 50-62 

http://med.ee.nd.edu/
http://www.aptronix.com/-fuzzynet
http://www.aptronix.com/-fuzzynet


54 

[13] Richard C. D. and Robert H. B., “Solution Manual to Accompany Modern Control 
Systems,” Prentice-Hall International Inc., 2008, pp. 205-207 

[14] มนูศักดิ์ จานทอง และ ธนัช ศรีพนม, “กำรออกแบบตัวควบคุมส ำหรับเซอร์โวนิวแมติกในระบบ
ที่ไม่มีเสถียรภำพ,” การประชุมทางวิชาการ การพฒันาชนบทที่ยัง่ยืน, มกราคม 2552, 
มหาวิทยาลัยขอนแก่น, 2552 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



55 

 
 
 
 
 
 
 
 

ภำคผนวก 
ภำคผนวก ก รำยละเอียดของอุปกรณ์ที่ใช้ในกำรทดลอง 
ภำคผนวก ข โปรแกรมที่ใช้ในกำรทดลอง 
ภำคผนวก ค ผลงำนวิจัยตีพิมพ์เผยแพร ่

 
 
 
 
 
 
 
 
 



56 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

ภำคผนวก ก 
รำยละเอียดของอุปกรณ์ที่ใช้ในกำรทดลอง 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



57 

ก.1 เครื่องคอมพิวเตอร์ (Computer) 
 เครื่องคอมพิวเตอร์ส่วนบุคคลใช้ในการท าหน้าที่ควบคุมการท างานของระบบอินเวอร์ทเพน-
ดูลัม โดยใช้การท างานของคอมพิวเตอร์สองเครื่องคือ Host computer ใช้เป็นเคร่ืองคอมพิวเตอรห์ลัก
ในการควบคุมการรักษาเสถียรภาพของระบบโดยใช้โปรแกรม MATLAB พร้อมทั้งรับข้อมูลภาพจาก
กล้องความเร็วสูงและ Target computer ใช้ในการรับข้อมูลต าแหน่งของรถรางจากเอนโค๊ดเดอรแ์ละ
ควบคมุการท างานของไดร์เพื่อควบคุมมอเตอร์ 
 

ก.2 รำงเลื่อนแบบเชิงเส้น 
 ตัวรางเลื่อนรุ่น PDU2 ผลิตโดย HEPCO ท าจากอลมูิเนียมมีความเสียดทานต่ าสามารถรับ
น้ าหนักได้ 5 N-m โดยมีข้อมูลจ าเพาะดังตารางท่ี ก.1 
 
            ตารางท่ี ก.1 ข้อมูลจ าเพาะของรางเลื่อน 

Pulley radius r (cm) 1.53 

Max linear force Fmax (N) 280 

Linear move per shaft rev  (mm) 96 

Weight of whole T slot beam unit  (kg) 0.0022 x L + 1.4 

Weight of whole plain unit  (kg) 0.0035 x L + 1.4 

 

ก.3 มอเตอร์และไดร์ 
เซอร์โวมอเตอร์รุ่น TS3738N4E11 ผลิตโดย Shibura Engineering Work Co., LTD มีข้อมูล

จ าเพาะดังตารางที่ ก.2 
 

           ตารางท่ี ก.2 ข้อมูลจ าเพาะของมอเตอร ์

Rated Output 80 W 

Rated Speed 2800 rpm 

Rated Torque 2.6 kg-cm 
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มอเตอรไ์ดร์รุ่น ASP-090-09 ผลิตโดย Copley Controls Corp. มีข้อมูลจ าเพาะดังตารางท่ี ก.3 
 

      ตารางท่ี ก.3 ข้อมูลจ าเพาะของไดร ์

Input Output 
Volts Amps Volts Amps 

20-90 DC 10 DC peak 90 DC max. 3 DC cont. 9 DC peak 
 

ก.4 กล้องควำมเร็วสูง 
 กล้องดิจิตอลความเร็วสูงรุน่ Inspecta-5 Frame Grabber ผลิตโดย Mikrotron GmbH มีข้อมูล
จ าเพาะดังตารางที่ ก.4 
 
       ตารางท่ี ก.4 ข้อมูลกล้องความเร็วสูง 

Video input 8 Bit 
Video data format Full camera link 
Video data bandwidth 660 Mbytes/sec. 
Transfer rate 400 MByte/sec. 
Frame rate 600 frame/sec. 
Power supply +3.3 V DC/2,5 A +5V 

 

ก.5 เอนโค๊ดเดอร์แบบหมนุส ำหรับวัดต ำแหน่งรถรำง 
 เอนโค๊ดเดอรแ์บบหมุน รุ่น R01337 ผลิตโดย IFM Electronic ติดตัง้อยู่ด้านปลายซึ่งต่อกับ
เพลาของมอเตอร์ ใช้ท าหน้าที่รับสัญญาณการหมนุของมอเตอร์เพื่อน ามาค านวณหาระยะทางการ
เคลื่อนที่ของรถราง มีความละเอียด 2048 พัลซ์ต่อการหมุน 1 รอบ ซึ่งสามารถน าสัญญาณพัลซ์นี้มา
ค านวณหาระยะทางของมอเตอร์โดยใช้ข้อมูลจากตารางที่ ก.1 ซึ่ง 1 พัลซ์สามารถวัดต าแหน่ง
ระยะทางได้ 0.000046875 m การติดตั้งเอนโค๊ดเดอรแ์บบหมุนกับมอเตอร์แสดงดังรูปที่ ก.1 
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รูปที่ ก.1 เอนโค๊ดเดอร์แบบหมุน 
  

ก.6 กำร์ด DAQ 
การ์ด DAQ NI PCI-6025E ผลิตโดย National Instruments ท าหน้าที่เก็บข้อมูลและแปลง

สัญญาณทั้ง Analog (I/O), Digital (I/O), Timing (I/O) และ Trigger โดยมีการแปลงสัญญาณจาก
ดิจิตอลเป็นอนาล๊อกหรืออนาล๊อกเป็นดิจติอล เก็บข้อมูลสัญญาณทางไฟฟ้าและเซนเซอร์ซ่ึงรับ
สัญญาณจากอปุกรณ์ที่ใช้ทดลอง และน าไปประมวลผล 
 

 

รูปที่ ก.2 การ์ด DAQ 
 

ก.7 กำร์ด Counter/Timer 
 การ์ด Counter/Timer PCI NI-6601 ผลิตโดย National Instruments ท าหน้าที่จับเวลาและนับ
จ านวนสัญญาณจากเอนโค๊ดเดอร์ ใช้วัดความกว้างและความถี่โดยรับสญัญาณพัลซ์จากเอนโค๊ดเดอร์ที่
ต่อกับมอเตอร์ที่ใช้ทดลอง 
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รูปท่ี ก.3 การ์ด Counter/Timer 
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ในการจ าลองการทดลองระบบอินเวอร์ทเพนดูลัมในการวิจัย จะใช้โปรแกรม MATLAB เพื่อ
จ าลองการทดลองก่อนการท าการทดลองจริงเพื่อผลการท างานของตัวควบคุมที่ได้ออกแบบไว้ และจึง
น าค่าที่ได้ไปใช้กับการทดลองจริง โดยแบง่เป็นบล๊อกโปรแกรมการจ าลองและการทดลองดังนี ้

 
ข.1 โปรแกรมที่ใช้ในกำรจ ำลองระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม 

บล็อกการจ าลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพ และการควบคมุการติดตามต าแหน่ง 
สามารถแบ่งเป็นตัวควบคุม LQR และ MRAC ดังนี ้

  
ข.1.1 บล็อกกำรจ ำลองกำรควบคุมกำรรักษำเสถียรภำพของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม 
 

 
รูปที่ ข.1 บล็อกตัวควบคุม LQR ส าหรับการจ าลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพ 

 

 
รูปที่ ข.2 บล็อกตัวควบคุม MRAC ส าหรับการจ าลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพ 
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ข.1.2 บล็อกกำรจ ำลองกำรควบคุมกำรติดตำมต ำแหนง่ของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม 
 

 
รูปที่ ข.3 บล็อกตัวควบคุม MRAC ส าหรับการจ าลองการควบคุมการติดตามต าแหน่ง 

 

 
รูปที่ ข.4 บล็อกตัวควบคุม MRAC ส าหรับการจ าลองการควบคุมการติดตามต าแหน่ง 
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ข.2 โปรแกรมที่ใช้ในกำรทดลองระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม 
บล็อกการทดลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพ และการควบคุมการตดิตามต าแหน่ง 

สามารถแบ่งเป็นตัวควบคุม LQR และ MRAC ดังนี ้
 
ข.2.1 บล็อกกำรทดลองกำรควบคุมกำรรักษำเสถียรภำพของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม 
 

 
รูปที่ ข.5 บล็อกตัวควบคุม LQR ส าหรับการทดลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพ 

 

 
รูปที่ ข.6 บล็อกตัวควบคุม MRAC ส าหรับการทดลองการควบคุมการรักษาเสถียรภาพ 
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ข.2.2 บล็อกกำรทดลองกำรควบคุมกำรติดตำมต ำแหนง่ของระบบอินเวอร์ทเพนดูลัม 
 

 
รูปที่ ข.7 บล็อกตัวควบคุม MRAC ส าหรับการทดลองการควบคุมการติดตามต าแหน่ง 

 

 
รูปที่ ข.8 บล็อกตัวควบคุม MRAC ส าหรับการทดลองการควบคุมการติดตามต าแหน่ง 
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