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 งานวิจัยนีเ้ปนการศึกษาวิธีการประยุกตใชระเบียบวิธสีมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบเอลิเมนตหลัก
รูปหลายเหลี่ยมซึ่งมีการแบงโดเมนยอยสม่ำเสมอภายในเอลิเมนตหลักออกเปนเอลิเมนตทรงสี ่หนา 
โดเมนขอบเขตของปญหาซึ่งถูกแบงออกเปนรูปหลายเหลี่ยมนั ้น ถูกสรางขึ้นมาจากการแปลงของ       
เอลิเมนตสามเหลี่ยมหรือสี่เหลี่ยมจากขั้นตอนการสรางโครงตาขายเหมือนกับวิธทีี่ใชในไฟไนทเอลิเมนต 
ภายในโดเมนสม่ำเสมอนั้น จำนวนเอลิเมนตทรงสี่หนาที่ถูกสรางขึ้น เทากับจำนวนดานของเอลิเมนตรูป
หลายเหลี่ยม 
 ปญหาที่ใชสำหรับงานวิจัยในครั้งนี้ เปนปญหาความเคนในระนาบสองมิติของคานยื่นปลาย
รับแรงเฉือนแบบพาราโบลาที่ปลายคานดานอิสระเปนตัวอยางในการสรางแบบจำลองทางคณิตศาสตร 
ทำการวิเคราะห โดยกำหนดจำนวนการแบงโครงตาขายเอลิเมนตหลักจำนวน 5 ชุด ทำการศึกษาผลการ
เปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งที่ปลายคานและหาคามาตรฐานความคลาดเคลื่อนของการเปลี่ยนตำแหนง 
โดยเปรียบเทียบผลที่ไดกับวิธีการวิเคราะหไฟไนทเอลิเมตที่ใชเอลิเมนตแบบรูปสามเหลี่ยมเชิงเสนและ
รูปทรงสี่หนาเชิงเสนคู นอกจากนี้ยังทำการวิเคราะหความเคนตั้งฉากและความเคนเฉือนที่หนาตัด
ก่ึงกลางความยาวของคาน 
 ถึงแมวาผลจากการวิเคราะหเชิงตัวเลขที่ได มีคาอยูระหวางผลจากการวิเคราะหดวยวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนตแบบ T3 และ Q4 ในชวงของโครงตาขายที่มีความละเอียดต่ำ ความแมนยำในการคำนวณ 
และเขาใกลคาทางทฤษฎีที่มากกวาวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้น เกิดขึ้นจากการใชความละเอียดมากสุดของ
โครงตาขาย ในมุมมองของผูเขียนเชื่อวา การไมตองทำ Mapping ระหวาง Physical และ Parent 
Elements รวมทั ้งความยืดหยุ นของการใชรูปหลายเหลี ่ยมสมูทไฟไนทเอลิเมนตนี ้ สามารถนำไป
ประยุกตใชกับรูปรางหรือขอบเขตของปญหาท่ีมีความซับซอนหรือในบริเวณที่มีความไมเขากันของโครง
ตาขายไดอยางมีประสิทธิภาพ 
 
คำสำคัญ : ความเคนในระนาบสองมิติ เอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม แรงเฉือนพาราโบลา สมูทไฟไนทเอลิ
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ABSTRACT 

 
 This research examined a polygonal cell- based smoothed finite element in 

which the smoothing domain is divided to quadrilateral elements.  Problem domain 

discretized to n- sided polygonal elements, is constructed by transformation of triangular 

or quadrilateral shape constructed from meshing procedures in a standard finite element. 

Inside the smoothing domains, the established quadrilateral elements are equal to a 

number of polygonal element sides. 

 A cantilever two- dimensional plane stress beam subjected to parabolic shear 

traction at the free end was utilized as a benchmark problem for mathematical modeling. 

A problem domain was discretized with five polygonal meshes.  The beam’ s responses 

including vertical displacement and its corresponding error norm were compared to finite 

elements using T3 and Q4 elements and analytical solutions.  Normal and shear stresses 

were also investigated as well. 

 Despite the fact that the results obtained from the method arranged between the 

results from T3 and Q4 finite element method for coarse meshes, more accurate finite 

element and close to analytical solutions can be achieved at the finest mesh.  There is no 

mapping between physical and parent elements. It can be observed that the flexibility of 

using a polygonal cell- based smoothed finite element can be employed for complex 

regions/shapes or non-matching mesh areas efficiently. 

 

Keywords: two- dimensional plane stress, n- sided polygonal element, parabolic shear 

traction, smoothed finite element, analysis 
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รูปที่ 21 เอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมสำหรับคานตัวอยาง     39 
รูปที่ 22 เอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม       39 
รูปที่ 23 เอลิเมนตยอยสม่ำเสมอรูปทรงสี่หนา      40 
รูปที่ 24 คานยื่นปลายรับแรงเฉือนปลายคาน      40 
รูปที่ 25 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 16X4 43 
รูปที่ 26 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 24X6 44 
รูปที่ 27 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 32X8 44 
รูปที่ 28 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย  
 40X10          45 
รูปที่ 29 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย  
 48X12          45 
รูปที่ 30 แบบจำลองการเสียรูปในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 48X12  46 
รูปที่ 31 การกระจายตัวของการเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง (โครงตาขายขนาด 48X12)   47 
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รูปที่ 32 ลักษณะการกระจายตัวคาการเคลื่อนที่ในแนวราบ (โครงตาขายขนาด 48X12)  47 
รูปที่ 33 การกระจายตัวคาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของการเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง  
 (โครงตาขายขนาด 48X12) ปรับสเกลแกน Y     47 
รูปที่ 34 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 16X4  
 ขยายสเกลแกน X ใหถึง 6 และ -6       48 
รูปที่ 35 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 24X6  49 
รูปที่ 36 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 32X8  49 
รูปที่ 37 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 40X10  50 
รูปที่ 38 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 48X12  50 
รูปที่ 39 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคาน(โครงตาขายขนาด 48X12) 51 
รูปที่ 40 ความเครียดตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคาน(โครงตาขายขนาด 48X12) 51 
รูปที่ 41 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 16X4 ขยายสเกลแกน X  
   ใหถึง 6 และ -6         52 
รูปที่ 42 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 24X6   53 
รูปที่ 43 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 32X8    53 
รูปที่ 44 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 40X10     54 
รูปที่ 45 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 48X12    54
  



บทท่ี 1 

บทนำ 

 

1.1 ความเปนมาและความสำคัญของปญหา 

 ปญหาทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรมในปจจุบันนั้น มีความสลับซับซอนมากกวาในอดีต อัน
เนื่องมาจากปจจัยหลายอยาง เชน ความตองการใชงานที่หลายหลาย ประเภทของวัสดุที่เกิดขึ้นมาใหม 
ความซับซอนซึ่งมาจากหลาย ๆ สวนดวยกัน ไดแก ความซับซอนของรูปทรงเรขาคณิตของปญหา ความ
ซับซอนของฟงกชั่นการใชงานที่ตองตอบสนองผูใชที่มีความแตกตางกัน ความซับซอนของความสัมพันธ
ที่ไมเปนแบบเชิงเสน (Nonlinear) ระหวางตัวแปร (Unknown Variables or Fields) ที่ไมทราบคากับ
ตัวแปรที่ทราบคาแลว ความสัมพันธแบบไมเชิงเสนของแรงกระทำภายนอก กรณีของการเกิดปฏิสัมพันธ
กันระหวางวัตถุทั้งสองเชนในกรณีของของไหลกับของแข็ง (Fluid-Structure Interactions) เปนตน 
ปญหาเหลานี้น ั ้น โดยทั ่วไป มักจะแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปรที ่ไมทราบคา (unknown 
variables or fields) กับสิ่งที่ทราบคาแลว (known variables or constraints) ในรูปของสมการทาง
คณิตศาสตรที่เรียกวาสมการเชิงอนุพันธ (Ordinary Differential Equations) หรือสมการเชิงอนุพันธ
ยอย (Partial Differential Equations) ในลำดับ (order) ตาง ๆ สมการเหลานั้น หากอยูในรูปที่
สามารถหาคาผลเฉลยไดดวยการแกสมการคณิตศาสตรโดยตรง เรียกผลเฉลยที่ไดวา ผลเฉลยแมนตรง 
(Exact solutions) และเรียกวิธีการหาคำตอบนั้นวาวิธีการวิเคราะหโดยตรง (Analytical Method) 
หากสมการทางคณิตศาสตรนั้นมีความซับซอนมากและไมสามารถหาผลเฉลยไดโดยตรง จำเปนตองใช
วิธีการอื่นที่เรียกวาวิธีการวิเคราะหเชิงตัวเลข (Numerical Methods) ผลเฉลยดังกลาวนั้นจะเรียกวา 
ผลเฉลยโดยประมาณ (Approximate solutions) นั่นเอง คำตอบที่ไดจากการแกปญหาดวยวิธีทาง
ตัวเลขนี้ถึงแมวาจะมีความแมนยำเพียงพอที่จะใชอธิบายพฤติกรรมทางกายภาพที่สอดคลองกับสมการ
เชิงอนุพันธของปญหาจริงนั้นก็ตาม แตก็ยังไมใชผลเฉลยที่แทจริง การลูเขาของผลเฉลยโดยประมาณไปสู
ผลเฉลยท่ีแทจริงของปญหาทางดานวิศวกรรมนั้น ขึ้นอยูกับแนวคิดและกรรมวิธีของวิธีการวิเคราะหเชิง
ตัวเลขแบบตาง ๆ นั่นเอง 

 ในอดีตที่ผานมา วิธีการวิเคราะหเชิงตัวเลขมากมายไดถูกเสนอมากมายหลายวิธี เพื่อที่จะ
แกปญหาทางวิทยาศาตรและวิศวกรรมที่นับวันจะเพิ่มความยากในการวิเคราะหมากขึ้นหรืออาจไม
สามารถวิเคราะหไดแมจากการทดลอง วิธีการเชิงตัวเลขเหลานั้น เริ่มตั้งแต วิธีไฟไนตดิฟเฟอเร็น (Finite 
Difference Method) [1] วิธีไฟไนตวอลยุม (Finite Volume Method) [2] วิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite 
Element Methods) [3-5] วิธีเอลิเมนตขอบ (Boundary Element Method) [6] วิธีสเปคตรัลเอลิ
เมนต (Spectral Element Method) [7] วิธีเมสอิสระ (Meshless Methods) [8] วิธีไฟไนทเอลิเมนต
หลายเหลี่ยม (Polygonal Finite Element Method) [9] วิธี Isogeometry Analysis [10] วิธีขอบ
ขยายไฟไนทเอลิเมนต (Scaled Boundary Finite Element Method) [11] และวิธีเอลิเมนตเสมือน 
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(Virtual Element Method) [12] เปนตน รวมทั้งวิธีการอื่น ๆ ที่กำลังถูกคิดคนพัฒนาโดยนักวิจัยทั่ว
โลกในปจจุบัน ในบรรดาวิธีการดังกลาวที่ไดกลาวถึงมาแลวนั้น วิธีไฟไนตเอลิเมนตจัดวาเปนวิธีพ้ืนฐานที่
สำคัญที่สุดของการคิดคนพัฒนาวิธีการใหมๆขึ้นมา รวมทั้งวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยการสรางความเครยีด
แบบสม่ำเสมอ (Smoothed Finite Element Method, SFEM) [13] ดวยเชนกัน ถึงแมวาจะมี
รายละเอียดปลีกยอยที ่มีความแตกตางกันบาง ขึ้นอยู กับสมมุติฐานที่เลือกใช แตหลักการสำคัญที่
เหมือนกันของวิธีการวิเคราะหเชิงตัวเลขเหลานี้ คือความพยายามในการเปลี่ยนสมการเชิงอนุพันธที่
แสดงถึงพฤติกรรมของปญหาทางกายภาพเหลานั้นซึ่งอยูในรูปของสมการอนุพันธหรือสมการอนุพันธ
ยอยลำดับตาง ๆ กัน ที่เรียกอีกชื่อหนึ่งวา “Strong Form” ใหอยูในรูปท่ีงายกวาและสามารถทำการ
อินทเกรตได ซึ่งรู จักในชื ่อเรียกวา “Weak Form” หรือ “Integral Form” อันจะทำใหสามารถ
แกปญหาเหลานั้นไดงายกวา ถึงแมวาวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะเปนที่นิยมใชกันอยางแพรหลายทั่วโลกอัน
เนื่องมาจากความสามารถในการแกปญหาไดหลากหลายของมันก็ตาม แตก็ยังมีขอดอยหรือขอจำกัดอีก
หลายอยางที่ตองไดรับการปรับปรุง ยกตัวอยางเชน ปญหาสติฟเนสที่มีความแข็งแรงเกินจริง (Overly 
Stiff) ปญหาในเรื่องของความแมนยำของคาความเคนที่ไดจากการวิเคราะห (Stress Accuracy) สำหรับ
การเลือกใชเอลิเมนต ปญหาเรื่องการเสียรูปอยางมากของเมส (Mesh Distortion) ในสภาวะการเปลี่ยน
ตำแหนงมาก ๆ (Large Displacement) ปญหาเรื่องการสรางโครงตาขาย [13] เปนตน 

 งานวิจัยนี้ มุงเนนไปท่ีการวิเคราะหศึกษาปญหาความเคนในระนาบของคานยื่นปลายใน 2 
มิติ โดยการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร MATLAB ซึ่งมีพื้นฐานอยูบนวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต ดวยการ
สรางโดเมนสม่ำเสมอหรือเอลิเมนตหลายเอลิเมนตขึ้นมาภายในโดเมนหลักของปญหา โดยเอลิเมนตหลัก
เหลานั้น เปนแบบทรงเหลี่ยมหลายหนา (n-Sided Polygonal Element) ตอไป จึงทำการแบงเอลิ
เมนตหลักเหลานั้น ออกเปนเอลิเมนตยอยตอเนื่องสม่ำเสมอ (Smoothed Elements) รูปทรงเหลี่ยมสี่
หนาเชิงเสนคู (Bilinear Quadrilateral Element, Q4) ซึ่งอยูภายในเอลิเมนตหลักตอไป ตัวอยาง
สำหรับการวิเคราะหในครั้งนี้ กำหนดใหใชคานยื่นปลาย (Cantilever Beam) รับแรงเฉือนในแนวดิ่งเปน
รูปพาราโบลา (Parabolic Traction) กระทำที่ปลายคานดานอิสระ ในขณะที่ปลายอีกดานหนึ่งถูก
ยึดแนน ผลที่ไดจากการวิเคราะห ไดแก การเปลี่ยนตำแหนงที ่ปลายคานยื่น (Tip Displacement) 
ความเคนในแนวตั้งฉากและความเคนเฉือน (Normal and Shear Stresses) จะถูกนำไปเปรียบเทียบ
กับผลเฉลยแมนตรงซึ่งไดจากการวิเคราะหทางทฤษฎีโดยตรง รวมทั้งเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะหที่
ไดจากวิธีไฟไนทเอลิเมนตตอไป 

 การจัดเรียงเนื้อหาของวิทยานิพนธในครั้งนี้ ประกอบไปดวย บทที่ 1 บทนำ ความมุงหมาย
และวัตถุประสงค ขอบเขตของการศึกษาและผลที่คาดวาจะไดรับ บทที่ 2 กลาวถึง ทฤษฎีและงานวิจัยท่ี
เกี่ยวของ บทที่ 3 กลาวถึงวิธีการศึกษาและดำเนินงานวิจัย ผลการศึกษาและสรุปผลและขอเสนอแนะ 
จะถูกกลาวถึงในบทที่ 4 และ 5 ตามลำดับตอไป 
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1.2 ความมุงหมายและวัตถุประสงค 

 1.2.1 เพื่อศึกษาทฤษฎีการวิเคราะหปญหาความเคนในระนาบสองมิติดวยวิธี Smoothed 
Finite Element แบบทรงเหลี่ยมหลายหนา (n-Sided Polygonal Element) แบบใชการสรางโดเมน
ยอยตอเนื่องสม่ำเสมอภายในเอลิเมนตหลัก (Cell-based) 

 1.2.2 เพื่อพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรสำหรับการวิเคราะหปญหาความเคนในระนาบสอง
มิติดวยวิธี Smoothed Finite Element ซึ่งใชการสรางโดเมนยอยจากเอลิเมนตหลัก (Cell-based) 
แบบทรงเหลี่ยมหลายหนา (n-sides Polygonal Element) 

 1.2.3 เพื่อเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรง (Exact Solution) ของปญหากับการผลจากการ
วิเคราะหที่ไดจากวิธ ีSmoothed Finite Element ซึ่งใชการสรางโดเมนยอยจากเอลิเมนตหลัก (Cell-
based) แบบทรงเหลี่ยมหลายหนา (n-sides Polygonal Element) รวมทั้งเปรียบเทียบกับวิธีไฟไนทเอ
ลิเมนต 

1.3 ขอบเขตของการศึกษา 

 1.3.1 ศึกษาทฤษฎีพื้นฐานของวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตโดยการสรางโดเมนความเครียดแบบ
สม่ำเสมอยอยซึ่งอยูภายในเอลิเมนตแบบทรงเหลี่ยมหลายหนา 

 1.3.2 วิเคราะหปญหาดวยวิธีไฟไนทเอลิเมนตโดยการสรางโดเมนความเครียดแบบสม่ำเสมอ
ยอยภายในเอลิเมนตแบบทรงเหลี่ยมหลายหนา ดวยโปรแกรม MATLAB 

 1.3.3 วิเคราะหปญหาความเคนในระนาบของคานยื่นปลาย (Cantilever Beam) ใน 2 มิต ิ

1.4 ผลที่คาดวาจะไดรับ 

 1.4.1 เขาใจทฤษฎีการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต โดยการสรางความเครียดแบบสม่ำเสมอ 
ดวยวิธี Cell-based Smoothed Finite Element จากเอลิเมนตรูปทรงหลายเหลี่ยม   

 1.4.2 มีโปรแกรมคอมพิวเตอร MATLAB ตนแบบสำหรับวิเคราะหปญหาความเคนในระนาบ
2 มิติ ซึ่งสามารถพัฒนาเพ่ิมเติมตอไปสำหรับปญหาทางวิศวกรรมอ่ืน ๆ  รวมทั้งปญหาในสามมิติ 

  

  



บทท่ี 2 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกีย่วของ 

1.  

2.1  หลกัพื้นฐานของกลศาสตรของแข็ง (Fundamental Solid Mechanics) 
 
2.1.1. สมการอิลาสติค (Elasticity Equations)ของปญหาทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรม

โดยทั่วไปแลวมักจะแสดงในรูปของการเคลื่อนที่ (displacements) ความเคน (stresses) ความเครียด 
(strains) เงื ่อนไขขอบเขต (boundary conditions) เงื ่อนไขตอนเริ่มตน (initial conditions) หรือ
สมการแสดงความสัมพันธระหวางความเครียดกับความเคน (constitutive equations) โดยมี
สมมุติฐานที่สำคัญคือ คาความเครียดที่เกิดขึ้นภายในวัตถุนั้น ๆ ถอืวามีคานอยมาก (small strain) และ
ไมคำนึงถึงผลของความไมมีเสถียรภาพจากการโกงตัวดานขางมารวมดวย ปญหาเหลานั ้นใน 2 มิติ 
แทจริงแลวก็เปนการจำลองโมเดลมาจากระบบ 3 มิติ เพื่อความสะดวกในการหาคาตาง ๆ นั่นเอง 
โดยทั่วไป สามารถจำแนกออกไดเปน 3 ประเภท คือ ปญหาความเคนในระนาบ (plane stress) 
ความเครียดในระนาบ (plane strain) และปญหาความสมมาตรตามแนวแกน (axisymmetric) ตามรูป
ที่ 1, 2, และ 3 ตามลำดับ 

 

รูปท่ี 1 ปญหาการวิเคราะหความเคนในระนาบ 2 มิติ [14] 
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รูปท่ี 2 ปญหาการวิเคราะหความเครียดในระนาบ 2 มิติ [14] 

 

 

 

รูปท่ี 3 ปญหาการวิเคราะหความสมมาตรตามแนวแกน [14] 
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2.1.2. สมการอิลาสติคสำหรับของแข็งใน 3 มิติ 

 

รูปท่ี 4 โมเดลทางกายภาพของของแข็งสำหรับ 3 มิติ [14] 

 

รูปท่ี 5 องคประกอบของความเคนในเอลิเมนต 3 มิติ [14] 

 

 หากพิจารณาลูกบาศกขนาดเล็ก ๆ ซึ่งมีปริมาตรเปน dV ดังแสดงในรูปที่ 5 พบวา ดานทั้งหก

ของพื้นผิวซึ่งตั้งฉากกับแกนทั้งสามนั้น ประกอบไปดวย องคประกอบของความเคนตั้งฉาก (normal 

stress) และองคประกอบของความเคนเฉือน (shear stress) ตามแนวแกน x, y และ z ตามลำดับ 

ทิศทางของความเคนที่ปรากฏในรูปนั้น จะถูกกำหนดใหมีเครื่องหมายเปนบวกทั้งหมด องคประกอบของ

ความเคนและความเครียดท้ัง 6 คา ซึ่งเปนอิสระตอกัน สามารถแสดงใหอยูในรูปของเวคเตอรไดดังนี ้
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σ = {𝜎௫௫, 𝜎௬௬ , 𝜎௭௭, 𝜎௬௭, 𝜎௫௭, 𝜎௫௬}் (1) 

 

ϵ = {𝜖௫௫ , 𝜖௬௬ , 𝜖௭௭ , 𝛾௬௭, 𝛾௫௭, 𝛾௫௬}் (2) 
 

โดยความสัมพันธระหวางความเครยีดและการเปลี่ยนตำแหนงท้ังสามแกน สามารถเขียนไดเปน 

 

𝜖௫௫ =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜖௬௬ =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
, 𝜖௭௭ =

𝜕𝑢

𝜕𝑧
 

𝛾௫௬ = 2𝜖௫௬ =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

𝛾௫௭ = 2𝜖௫௭ =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
 

𝛾௬௭ = 2𝜖௬௭ =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 

(3) 

 

 เมื่อ u, v และ w คือการเปลี่ยนตำแหนงในทิศทางแกน x, y และ z ตามลำดับ ในทาง

กลศาสตร นิยมเขียนสมการแสดงความสัมพันธระหวางความเครียดและการเปลี่ยนตำแหนงโดยใชเมท

ริกซโอเปอเรชั่นที่เรียกวา Differential Operator, L, ซึ่งสามารถเปลี่ยนสมการที่ (3) ใหอยูในรูปของ

สมการเมทริกซไดเปน 

 

𝜖 = 𝐿𝑈,         𝑈 = {𝑢, 𝑣, 𝑤}் (4) 
 

เมื่อ U คือเวคเตอรของการเปลี่ยนตำแหนง และ L เปนเมทริกซโอเปอเรชั่นแสดงไดดังสมการที่ (5) 
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𝐿 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝜕

𝜕𝑥
          0          0

0          
𝜕

𝜕𝑦
          0

0          0          
𝜕

𝜕𝑧

0          
𝜕

𝜕𝑧
          

𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑧
          0          

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦
          

𝜕

𝜕𝑥
          0

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

(5) 

สุดทาย สมการซึ่งใชอธิบายความสัมพันธระหวางความเคน-ความเครียด (Constitutive 

Equation) ของของแข็งที่มีพฤติกรรมในชวงอิลาสติคแบบเชิงเสน (Linear Elasticity) สามารถแสดงได

เปน 

 

𝜎 = 𝐸𝜖 (6) 
  

 
2.1.3. สมการสมดุลทางไดนามิกส (Dynamics equilibrium equations) 

สมการสมดุลทางไดนามิกสของของแข็งนั้น สามารถเขียนไดโดยการพิจารณาความสมดุล

ของเอลิเมนตลูกบากศดังในรูปที่ 6 ซึ่งหาไดจากการพิจารณารวมผลของแรงเฉือย (Inertia Forces) 

เนื่องจากการเคลื่อนที่ของวัตถุเขาไปในรูปที่ 5 นั่นเอง เพราะฉะนั้น สมการสมดุลไดนามิกซในทิศทาง

แกน X สามารถเขียนไดจากผลรวมของแรงท้ังหมดและแสดงไดเปน 
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รูปท่ี 6 สมดุลขององคประกอบของความเคนในลูกบาศก [15] 

൬𝜎௫௫ +
𝜕𝜎௫௫

𝜕𝑥
𝑑𝑥൰ 𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝜎௫௫𝑑𝑦𝑑𝑧 

+ ቆ𝜎௬௫ +
𝜕𝜎௬௫

𝜕𝑦
𝑑𝑥ቇ 𝑑𝑥𝑑𝑧 − 𝜎௬௫𝑑𝑥𝑑𝑧 

+ ൬𝜎௭௫ +
𝜕𝜎௭௫

𝜕𝑧
𝑑𝑥൰ 𝑑𝑥𝑑𝑦 − 𝜎௭௫𝑑𝑥𝑑𝑦 

+𝑓௫𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝜌𝑢̈𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

(7) 

 

 สัญลักษณ σ ซึ่งมีเครื่องหมายตัวหอย หมายถึง ความเคนที่เกิดขึ้นบนระนาบซึ่งตั้งฉากกับ

แกนทั้งสาม ดังแสดงในรูปที่ 6 โดยเทอมทางดานขวามือของสมการ หมายถึงเทอมทีไ่ดมาจากแรงเฉื่อย  

โดย 𝑢̈ หมายถึง อนุพันธลำดับที่สองของการเคลื่อนที่เทียบกับเวลา หรือคือความเรงในขณะที่เทอมซึ่งมี

ตัวแปร 𝑓௫ หมายถึง เทอมที่เกิดจากแรงกระทำภายนอกนั่นเอง สมการที่ (7) สามารถจัดใหอยูในรูป

อยางงายเสียใหมไดเปน 

𝜕𝜎௫௫

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎௬௫

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎௭௫

𝜕𝑧
+ 𝑓௫ = 𝜌𝑢̈ (8) 

 

ในลักษณะเดียวกัน สมการความสมดุลไดนามิกซในทิศทางของแกน Y และ Z ก็สามารถ

เขียนโดยการรวมแรงที่เกิดขึ้นทั้งหมดเขาดวยกัน นั่นคือ สามารถแสดงไดดังสมการตอไปนีค้ือ 
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𝜕𝜎௫௬

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎௬௬

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎௭௬

𝜕𝑧
+ 𝑓௬ = 𝜌𝑣̈ (9) 

𝜕𝜎௫௭

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎௬௭

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎௭௭

𝜕𝑧
+ 𝑓௭ = 𝜌𝑤̈ (10) 

เมื่อ 𝑣̈ และ 𝑤̈ คือ ความเรงตามแนวแกน Y และ Z ตามลำดับ 

สมการสมดุลทั้ง 3 สมการดังกลาวขางตน สามารถนำมาเขียนรวมกันใหอยูในรูปของ

สมการเมทริกซทั่วไปอยางยอไดเปน 

 

𝐿்𝜎 + 𝑓௕ = 𝜌𝑢̈ (11) 
 

หากทำการเปลี่ยนคาของความเคนในสมการที่ 11 ใหอยูในรูปของการเปลี่ยนตำแหนง

ผานสมการที่ 4-6 แลว สมการที่ 11 จะเปลี่ยนรูปเปน 

 

𝐿்𝐸𝐿𝑈 + 𝑓௕ = 𝜌𝑢̈ (12) 
 

สมการที่ (12) คือสมการรูปทั่วไปของสมการสมดุลไดนามิก (Dynamics Equilibrium 

Equation) สำหรับของแข็งซึ่งสามารถใชไดกับทั้งปญหาในสองและสามมิติ สำหรับกรณีที่แรงกระทำ

ภายนอกตอของแข็งเปนแรงประเภทสถิตยศาสตร (Static Loadings) เพียงอยางเดียวนั้น สมการทั่วไป

ของสมดุลทางสถิตยสำหรับของแข็ง สามารถแสดงไดดวยการกำหนดใหคาของแรงเฉื่อยซึ่งอยูทางดาน

ขวามือของสมการท่ี 12 มีคาเทากับศูนย จะไดวา 

 

𝐿்𝜎 + 𝑓௕ = 0 (13) 
 

สมการที่ (13) คือสมการที่นิยมเรียกกันวาคือ “Strong form” ของสมการอนุพันธยอย

สำหรับปญหาของแข็ง สมการดังกลาว มีความหมายวา ผลเฉลยของตัวแปรหลัก (primary variables) 

ที่ตองการทราบคาในสมการที่ (13) นั้น เมื่อถูกแทนคาลงไปแลว จะตองทำใหสมการดังกลาวเปนจริง

สำหรับทุก ๆ คาที่อยูภายใตขอบเขตของปญหาที่กำลังสนใจหรือศึกษาอยูนั่นเอง 
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2.2  ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) 
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เปนวิธีการเชิงตัวเลข (Numerical method) หนึ่งในหลาย ๆ วิธี

ที่มีการพัฒนาเพื่อแกปญหาสมการอนุพันธหรือสมการอนุพันธยอยทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรมซึ่งไม

สามารถหาคำตอบหรือผลเฉลยที ่แทจริง (Exact solutions) ได จากการวิเคราะหทางทฤษฎี 

(Analytical method) โดยตรง เริ่มจากความพยายามในการแกปญหาเกี่ยวกับปกเครื่องบินของบริษัท

โบอิ ้งโดยในอเมริกาและบริษัทโรลสลอยในสหราชอาณาจักรตั ้งแตป ค.ศ. 1950 M.J. Turner, 

R.W.Clough, H.C. Martin และ L.J. Topp ไดตีพิมพขั้นตอนการรวมกันของเมทริกซของเอลิเมนตในป 

1956 ซึ่งในขณะนั้นยังไมปรากฏคำวา “ไฟไนทเอลิเมนต”[16] ตอมา Ray Clough ซึ่งเปนศาสตราจารย

ที่ University of California Berkeleyในขณะนั้น ไดตีพิมพผลงานซึ่งใชคำวาไฟไนทเอลิเมนตเปนคน

แรกและเปนจุดเริ่มตนใหศาสตราจารยรุนใหมที่เดียวกันไดแก E. Wilson และ R.L. Taylor สนใจและ

พัฒนาวิธีไฟไนทเอลิเมนตรวมกับนักศึกษาปริญญาเอกในขณะนั้นไดแก T.J.R. Hughes, C. Felippa 

และ K.J. Bathe จนทำให University of California Berkeley มีชื ่อเสียงโดงดังและกลายเปน

ศูนยกลางของวิธีไฟไนทเอลิเมนตในอเมริกาไปอีกนานหลายป [17] 

 หล ักการพื ้นฐานท ี ่สำค ัญของว ิธ ี ไฟไนต  เอล ิ เมนต ค ือ การแบ งโดเมนของป ญหา 

(Discretization) ที่จะทำการวิเคราะหของเปนชิ้นสวนยอย ๆ ที่เรียกวาเอลิเมนต (Elements) โดยที่แต

ละเอลิเมนตจะทำการเชื่อมตอกันดวยจุดตอ (Nodes) ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 7 การสรางสมการ จะ

แบงออกเปนสองระดับ ในระดับแรก เปนการสรางสมการในระดับเอลิเมนตโดยอาศัยความสัมพันธของ

สมการที ่กลาวถึงแลวในหัวขอที ่ 2.1.2-2.1.3 เรียกวา สมการสติฟเนสของเอลิเมนต (Element 

stiffness equation) ในระดับที่สอง เปนการสรางสมการสติฟเนสของทั้งโดเมนปญหาซึ่งไดมาจากการ

รวมกันของสมการในระดับที่หนึ่งนั่นเอง เรียกวา สมการสติฟเนสหลัก (Global stiffness equation) 

 

รูปท่ี 7 เอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม [17] 
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    2.2.1  หลักของการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนต 
 

 วิธีท่ีนิยมใชในการเปลี่ยนรูปของสมการอนุพันธยอยซี่งอยูในรูปของ Strong Form ไปเปน 
Weak Form นั้น มีอยู 2 วิธี ไดแก วิธเีศษถวงน้ำหนักตกคาง (Weighted Residual Methods) และวิธี
ของการแปรผัน (Variational Methods) [18] ระเบียบวิธีถวงน้ำหนักเศษตกคาง (Weighted Residual 
Methods) สำหรับวิธีแรกนั้น มีแนวคิดคอืการสมมุติผลเฉลยโดยประมาณ (approximate solution) ที่
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบของการเปลี่ยนตำแหนง (displacement boundary conditions) ขึ้นมา 
เนื่องจากผลเฉลยนี้ ไมใชผลเฉลยแมนตรง เพราะฉะนั้น เม่ือทำการแทนผลเฉลยโดยประมาณที่สมมุติไว
นี้ ลงไปในสมการอนุพันธยอยที่สนใจแลวนั้น จะสงผลใหสมการมีคาไมเทากับศูนยตามเงื่อนไขขอบเขต 
หรือสามารถกลาวไดอีกนัยหนึ่งวา มีคาเทากับเศษตกคาง (residual) อันเนื่องมาจากการที่เปนผลเฉลย
โดยประมาณนั่นเอง ดังนั้น หากตองการทำใหผลลัพธนี้มีความเบี่ยงเบนจากคาแมนตรงนอยที่สุดหรือ
ใกลเคยีงกับผลเฉลยแมนตรงมากที่สุดแลวนั้น (Minimization) จึงตองหาวิธีทำใหเศษตกคางนี้ มีคาเขา
ใกลศูนยมากที่สุด วิธีการที่ใชไดแก การคูณเศษตกคางดังกลาว ดวยฟงกชันคาหนึ่งซึ่งเรียกวา ฟงกชั่น
การถวงน้ำหนัก (Weighted Function) ที่ถูกเลือกไว แลวจึงทำการอินทิเกรตสมการตลอดทั้งโดเมน
ของปญหา โดยกำหนดใหผลลัพธที่ไดมีคาเทากับศูนย วธินีี้ สามารถใชไดกับปญหาทุกประเภท จึงไดรับ
ความนิยมสูงในวิธีไฟไนทเอลิเมนต 
 
 วิธีที่สอง ระเบียบวิธีแปรผัน (Variational Method) สามารถเรียกอีกอยางหนึ่งไดวา วิธี
ของพลังงาน (Energy Methods) เปนวิธีที ่มีประสิทธิภาพและเชื่อถือไดวิธีหนึ ่งในการวิเคราะห
โครงสราง และสามารถถูกอางอิงถึงดวยหลาย ๆ ชื ่อดวยกัน ไดแก Castigliano’s theorems, 
Principal of Minimum Potential Energy, Principal of Minimum Complementary Potential 
Energy, Unit Load Method และ RayLeigh-Ritz Method ทั้งหมดนี้จัดวาเปนวิธีของพลังงานทั้งสิ้น 
วิธีนี้ งายกวาวิธีเศษถวงน้ำหนักตกคางสำหรับการสรางสมการไฟไนทเอลิเมนตทั้งในแบบสองและสาม
มิติ ขอจำกัดเพียงประการเดียวของการสรางสมการไฟไนทเอลิเมนตดวยวิธีนี้คือ ตองทราบคาของ
ฟงกชั่นนอล (functional) เสียกอน เทอม ฟงกชั่นนอล หมายถึง สมการครอบคลุมปญหา (Governing 
equation) ที่ถูกแสดงอยูในรูปของเครื่องหมายอินทิเกรตสำหรับปญหาเจาะจงเฉพาะนั้น ๆ ในบางครั้ง 
ปญหาที่กำลังสนใจอยูนั้น อาจไมสามารถหารูปสมการที่เปนฟงกชั่นนอลของสมการครอบคลุมปญหาได 
จึงไมสามารถใชวิธีนี้ไดนั่นเอง  
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2.3  ขั้นตอนการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนทเอลิเมนต 
 ขั้นตอนที่สำคัญสำหรับการวิเคราะหปญหาดวยวิธีไฟไนทเอลิเมนตนั้น สามารถสรุปไดตอไปนี้ 

 2.3.1  การแบงโดเมนและเลือกชินดของเอลิเมนต (Discretization and selection of 

element types) 

 การแบงโดเมนของปญหาออกเปนสวนยอย ๆ ที่เรียกวาเอลิเมนตและทำการเลือกเอลิ

เมนตใหเหมาะสมสอดคลองกับลักษณะทางกายภาพของปญหาที่กำลังวิเคราะห ขนาดของเอลิเมนตที่

เลือกนั้น จะตองมีขนาดที่เล็กพอที่จะสามารถใหคำตอบที่ถูกตองเหมาะสม ในขณะเดียวกันก็ตองมีขนาด

ใหญพอที่จะไมทำใหเวลาในการวิเคราะหมากเกินไปดวยนั่นเอง การเลือกประเภทของเอลิเมนตนั้น ข้ึน

โดยตรงวาเปนปญหาในหนึ่ง สองหรือสามมิติ เอลิเมนตขั้นพื้นฐานในหนึ่งมิติมีอยู 2 แบบไดแก เอลิ

เมนตแบบแทงและแบบคาน (Bar and Beam elements) เอลิเมนตแบบนี้ นิยมใชสำหรับการวิเคราะห

ปญหาของโครงถักและโครงขอแข็ง ดังแสดงในรูปที่ 8 

 

 

รูปท่ี 8 เอลิเมนตแบบแทง  
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 สำหรับปญหาความเคนหรือความเครียดในระนาบ 2 มิติ เอลิเมนตพื้นฐานสำหรับปญหา

ดังกลาว จะมีรูปรางเปนรูปสามเหลี่ยมหรือสี่เหลี่ยม เอลิเมนตอยางงายที่สุด เรียกวา เอลิเมนตเชิงเสน

รูปสามเหลี ่ยม (Linear triangular element) และเอลิเมนตเชิงเสนคู ร ูปสี ่เหลี ่ยม (Bilinear 

quadrilateral element) ดังแสดงในรูปที่ 9 สวนปญหาใน 3 มิตินั้น เอลิเมนตพื้นฐานจะเปนรูปทรง

สามมิติ 4 หนา (Tetrahedral element) หรือทรง 6 หนา (Hexahedral element) ดังรูปที่ 10 

 

รูปท่ี 9 เอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมและสี่เหลี่ยมใน 2 มิติ [14] 
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รูปท่ี 10 เอลิเมนตสำหรับปญหา 3 มิต ิ[20] 

 2.3.2  การเลือกฟงกชั่นการเปลี่ยนตำแหนง (Select displacement functions)  

 เปนขั้นตอนของการเลือกฟงกชั่นการเปลี่ยนตำแหนงภายในเอลิเมนตซึ่งเปนฟงกชั่นที่ถูก

นิยามโดยใชคาการเปลี่ยนตำแหนงที่โหนดของเอลิเมนตนั่นเอง ฟงกชั่นนี้ อาจอยูในรูปของโพลิโนเมยีล

ลำดับตาง ๆ ซึ่งขึ้นอยูกับจำนวนของโหนดที่ใชในเอลิเมนตนั้น ๆ โพลิโนเมียลอยางงายแบบเชิงเสน

สำหรับเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมและสี่เหลี่ยม แสดงไดดังรูปที่ 11 และ 12 ตามลำดับ 

 

รูปท่ี 11 ฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตสามเหลี่ยม [17] 
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รูปท่ี 12 ฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตสี่เหลี่ยม [17] 

 

 2.3.3  การกำหนดความสัมพันธระหวางความเครียด-การเปลี่ยนตำแหนงและความเคน-

ความเครียด (Define strain-displacement and stress-strain relationships) 

 สรางสมการความสัมพันธของความเคน-การเปลี่ยนตำแหนงและสมการความเคน-

ความเครียด ขั้นตอนการสรางสมการความสัมพันธดังกลาวนั้น ไดกลาวถึงแลวในหัวขอที่ 2.1.2 

 2.3.4  การสรางสมการสติฟเนสของเอลิเมนต (Derive element stiffness and 

equations) 

 เปนขั้นตอนของการสรางสมการสติฟเนสในระดับเอลิเมนต โดยเปนขั ้นตอนของการหา

สมการความสัมพันธระหวางแรงที่เกิดขึ้น ณ จุดตอของชิ้นสวนกับการเปลี่ยนตำแหนงที่จุดตอของมัน

โดยอาศัยความสัมพันธในหัวขอที่ 2.3.3 สมการสติฟเนสของเอลิเมนตในรูปของเมทริกซอยางยอเขียนได

วา 

 

{𝑓} = [𝑘]{𝑑} (14) 
 

 เมื่อ {𝑓} คือเวคเตอรของแรงท่ีจุดตอของเอลิเมนต [𝑘] คือสติฟเนสของเอลิเมนตในรูป

ของเมทริกซ โดยทั่วไป จะมีคุณสมบัติความสมมาตรของเมทริกซ และ {𝑑} คือเวคเตอรการเปลี่ยน

ตำแหนงของจุดตอของเอลิเมนต 
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 2.3.5  ขั้นตอนการรวมกันสติฟเนส  (Stiffness assembly process) 

 เปนขั้นตอนของการนำสมการสติฟเนสของแตละเอลิเมนตมารวมกันพรอมกันนั้น ก็ทำการ

การกำหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ใหกับปญหาเพื่อปองกันการเคลื่อนที่แบบวัตถุ

แข็งเกร็ง ขั้นตอนนี้    จะทำใหไดสติฟเนสรวมของระบบ (Global stiffness matrix) สมการสติฟเน

สรวมของระบบนี้ สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมทริกซอยางยอไดเปน 

 

{𝐹} = [𝐾]{𝑑} (15) 
 

 เมื่อ {𝐹} คือเวคเตอรของแรงที่จุดตอของทุกเอลิเมนตในระบบโคออรดิเนตหลัก (Global 

coordinate system) [𝐾] คือสติฟเนสเมทริกซรวมของระบบในรูปของเมทริกซสมมาตร และ {𝑑} 

คือเวคเตอรการเปลี่ยนตำแหนงของจุดตอทั้งหมดในระบบโคออรดิเนตหลักเชนเดียวกันนั่นเอง  

 2.3.6  การแกระบบสมการ (Equation system solving) 

 ทำการแกสมการระบบสมการเชิงเสนที่ 15 เพื่อหาคาของตัวแปร ในที่นี ้คือ การเปลี่ยน

ตำแหนงของโหนดทั้งหมด ซึ่งเปนตัวแปรที่ไมทราบคานั่นเอง 

 

 2.3.7  การประเมิณคาความเคน และความเครียด (Stresses and Strains Evaluation) 

 เมื่อทราบคาของการเปลี่ยนตำแหนง ณ จุดตอของเอลิเมนตทั้งหมดแลว ก็สามารถคำนวณ

เพื่อหาคาของความเครียดและความเคนของแตละเอลิเมนตไดจากความสัมพันธระหวางความเครียด-

การเปลี่ยนตำแหนงและสมการความเคนความเครียดไดตอไป 

 2.3.8  ขั้นตอนหลังการวิเคราะห (Post-Processing) 

 ขั้นตอนสุดทายนี้ เปนขั้นตอนของการแสดงผลลัพธที่คำนวณไดทั้งหมด ไดแก  ความเคน 

ความเครียด การเปลี่ยนตำแหนง แรงปฎิกิริยาที่ฐานรองรับ ฯลฯ เปนตน โดยสวนใหญ จะทำการ

แสดงผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหออกมาในรูปของตัวเลขหรือกราฟฟค เพื่อความสวยงามและงายตอ

การนำไปใชประโยชนตอไป 
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2.4  สมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบแบงโดเมนยอยภายในเอลิเมนตหลัก (Cell-based 

Smoothed Finite Element Method, CS-FEM) 

 การแบงเอลิเมนตหลักออกเปนโดเมนหลายโดเมนนั้น ไมไดจำกัดอยูเพียงแคเอลิเมนตรูปทรง

สี่เหลี่ยมเชิงเสนคูเทานั้น แตยังสามารถที่จะนำไปใชในการแบงโดเมนสำหรับเอลิเมนตหลักที่เปนแบบ

หลายเหลี่ยม (Polygonal element) ดังแสดงในรูปที ่13 เรียกโดยทั่วไปวาสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบเอ

ลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม (n-Sided polygonal cell-based smoothed finite element, nCS-

FEM) ไดเชนเดียวกัน ในกรณีนี้ โดเมนของปญหาที่ศึกษาอยู Ω จะถูกแบงยอยออกเปนเอลิเมนตหลักที่

มีดานหลายเหลี่ยมจำนวนทั้งสิ้นและมีจำนวนของจุดตอหรือโหนดเทากับจำนวนดานของเอลิเมนต

นั่นเอง โดยหลักที่สำคัญของการสรางเอลิเมนตเหลานั้น ยังคงเหมือนกันกับการสรางเอลิเมนตหลักรูป

สี่เหลี่ยม กลาวคือ จะตองไมมีการทับซอนกันหรือมีชองวางระหวางเอลิเมนต นั่นคือ Ω = ⋃ Ω୧
ୣ୒౛

୧ୀଵ  

และ Ω୧
ୣ ∩ Ω୨

ୣ = ∅, i ≠ j  

 

รูปท่ี 13 สมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม 

 เอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมเหลานั้น สามารถถูกแบงยอยออกเปนโดเมนสม่ำเสมอยอย ๆ 

โดยการใชเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมและมีจำนวนของโดเมนสม่ำเสมอยอยเทากับจำนวนดานของรูปหลาย

เหลี่ยมหรือแบงออกเปนโดเมนยอยรูปสี่เหลี่ยมซ้ำอีกครั้งก็ได การแบงลักษณะเชนนี้ จะทำใหไดโดเมน

ยอยสม่ำเสมอซึ่งมีจำนวนเทากับจำนวนดานของเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมนั่นเอง ความจริงขอนี้ ถือ

ไดวา เปน หัวใจสำคัญขอหนึ่งของหลักการสรางเอลิเมนตหรือโดเมนยอยสม่ำเสมอภายในเอลิเมนตหลัก

ที่จะตองมีจำนวนอยางนอยเทากับ 2n/3 เมื่อ n คือจำนวนของตัวแปรที่ไมทราบคาของโหนดทั้งหมด

นั่นเอง [19]   

 การแบงโดเมนสม่ำเสมอยอย (Smoothing domain/cell) แบบแรก ใชเอลิเมนตรูป

สามเหลี่ยมในการแบง เริ่มจากการหาตำแหนงของจุดเซ็นทรอยดของเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมกอน 
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จากนั้น จึงทำการสรางเสนเชื่อมตอระหวางโหนดตาง ๆ ของเอลิเมนตหลายเหลี่ยมกับจุดเซ็นทรอยดนั้น 

ก็จะไดเอลิเมนตหรือโดเมนยอยรูปสามเหลี่ยมภายในเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมดังแสดงในรูปที่ 14  

 

รูปท่ี 14 การแบงเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมออกเปนโดเมนยอยสม่ำเสมอรูปสามเหลี่ยม [19] 

สำหรับแบบที่สอง ทำการแบงเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมดังกลาว ออกเปนเอลิเมนต

ยอยสม่ำเสมอรูปสี่เหลี่ยม สามารถทำไดดวยการกำหนดจุดกึ่งกลางของดานแตละดานรอบเอลิเมนต

หลักหลายเหลี่ยมนั้นเพิ ่มภายหลังจากการหาตำแหนงจุดเซ็นทรอยดเรียบรอยแลว ทำการสรางเสน

เชื่อมโยงระหวางโหนดใดโหนดหนึ่ง ไปยังจุดกึ่งกลางของดานทั้งสองซึ่งเชื่อมโยงกับโหนดนั้นแลว

ลากเสนตอไปยังจุดเซ็นทรอยด ทำซ้ำโดยการเปลี่ยนโหนดไปจนกระทั่งครบทุกโหนด ก็จะไดเอลิเมนต

ยอยสม่ำเสมอรูปสี่เหลี่ยมสำหรับเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม ๆ  ดังแสดงในรูปที่ 15 

 

รูปท่ี 15 การแบงเอลิเมนตยอยรูปสี่เหลี่ยมภายในเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม 
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2.4.1   การสรางสมการสติฟเนสหลักของ nCS-FEM 
สมการสติฟเนสหลักของระบบสำหรับวิธีการแบงโดเมนดวยเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมนั้น 

คลายกันกับสมการสติฟเนสหลักของการแบงโดเมนดวยรูปสี่เหลี่ยม กลาวคือ 

Kഥ୬ୌି୊୉୑ dത =  Fത (16) 

โดยที ่

Kഥ ୧୨
୬ୌି୊୉୑ = ෍

୒౛

୧ୀଵ

෍ න Bഥ୧
୘EBഥ୨

ஐ౟,ౣ
౩

୬౛
౩

୨ୀଵ

dΩ 

 = ෍

୒౛

୧ୀଵ

෍ න Bഥ୧
୘EBഥ୨

ஐ౟,ౣ
౩

୒౛
౩

୨ୀଵ

A୧,୫
ୱ  

(17) 

เมื่อ A୧,୫
ୱ = ∫ dΩ

ஐ౟,ౣ
౛  คือพื้นที่ของโดเมนสม่ำเสมอรูปสีเ่หลี่ยม (Quadrilateral smoothing 

domain)  Bഥ คือ เมทริกความเครียด-การเปลี่ยนตำแหนงของวิธี SFEM และ Kഥ ୧୨
୬ୌି୊  คือ สติฟ

เนสของ SFEM นั่นเอง 

2.4.2   การประมาณคาของฟงกชั่นรูปราง (Shape Function Evaluation) 
จากหลักการของ nCS-FEM ที่ใชฟงกชั่นที่มีความตอเนื่องและเปนเชิงเสนบนขอบของ

โดเมนสม่ำเสมอหรือโดเมนตอเนื่องที่ถูกแบงไวแลวเหลานั้น การหาคาของเมทริกซตอเนื่องที่แสดง

ความสัมพันธระหวางความเครียดกับการเปลี่ยนตำแหนง (Smoothed strain-displacement matrix) 

Bഥ୍ ที่แสดงในสมการที่ 16 และ 17 นั้น สามารถทำไดดวยการใชเพียงคาของฟงกชั่นการประมาณรูปราง 

(Shape functions) สำหรับ เอลิเมนตแทง ที่มี 2-node (Linear shape function) ณ จุดก่ึงกลางของ

ดานที่ประกอบกันเขาเปนโดเมนตอเนื่องไดโดยตรงโดยที่ไมจำเปนตองทำการหาคาอนุพันธของมัน ซึ่ง

ถือเปนขอดีของวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตเมื่อเทียบกับวิธีไฟไนทเอลิเมนต เพราะฉะนั้น ในทางปฎิบัติแลว 

การหาคาของฟงกชั ่นรูปรางสำหรับโดเมนยอยตอเนื ่องแบบเอลิเมนตรูปทรงสี่เหลี่ยม ณ ตำแหนง

กึ่งกลางดานหรือตำแหนงของ Gauss point ดังในรูปที่ 16 นั้น สามารถหาไดดวยการประมาณคา

ภายในแบบเชิงเสน (Linear interpolation) ของคาฟงกชั่นรูปรางระหวางจุดปลายทั้งสองของดานของ

เอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม ซึ่งเปนที่ตั้งของตำแหนงของจุด Gauss point นั่นเอง คาของฟงกชั่น

รูปรางการประมาณภายในสำหรับเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมนี้ สามารถหาไดดังตอไปนี้ พิจารณารูปที่ 16 

คาฟงกชั่น N1’-N6’ มีคาเทากับ 1 ในขณะที่คาของฟงกชั่นดังกลาว มีคาเทากับ 1/6 ณ ตำแหนงเซ็น

ทรอยด จุด 7 
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รูปท่ี 16 การหาคาฟงกชั่นรูปรางของเอลิเมนตยอยรูปสี่เหลี่ยมภายในเอลิเมนตหลายเหลี่ยม 

 เมื่อทราบตำแหนงของ Gauss points ที่ตองการแลว ก็สามารถหาคาของฟงกชั่นรูปรางการ

ประมาณภายในดังกลาวไดอยางงายดาย ตัวอยางเชน คาของฟงกชั่นรูปราง ณ ตำแหนง Gauss point 

8 ก็ไดมาจากการหาคาเฉลี่ยของฟงกชั่นรูปราง ณ จุด 1 และ จุด 2 ซึ่งมีคาเทากับ (1+1)/2 = 1/2 หรือ

หากตองการหาคาของฟงกชั่นการประมาณรูปรางภายในดังกลาว ณ ตำแหนงของ Gauss point ซึ่งอยู

กึ่งกลางของดาน 8-7 ก็สามารถหาไดโดยหาคาเฉลี่ยของฟงกชั่นดังกลาว ณ จุด 8 กับคาของฟงกชั่น ณ 

จุด 7 ซึ่งมีคาเทากับ (1/2 + 1/6)/2 = 1/3 นั่นเอง คาของฟงกชั ่นการประมาณรูปรางภายใน ณ 

ตำแหนงอื่น ๆ ก็ สามารถหาไดในลักษณะเดียวกันโดยไมมีความจำเปนที่จะตองทำการหาอนุพันธยอย

ของฟงกชั่นการประมาณรูปรางภายในดังกลาวใหยุงยาก อันจะชวยลดเวลาของการคำนวณลงไดอยางมี

นัยสำคัญ 

 

2.5   ความแตกตางระหวางไฟไนทเอลิเมนตกับสมูทไฟไนทเอลิเมนต 
 
 สิ่งสำคัญที่ทำใหการวิเคราะหสมูทไฟไนทเอลิเมนตดวยการสรางความเครยีดแบบสม่ำเสมอ
แตกตางจากวิธไีฟไนทเอลิเมนต คือ การสรางความเครียดสม่ำเสมอ (smoothed strain field) โดยตรง
จากเวคเตอรการเปลี่ยนตำแหนงท่ีสมมุติไวแลว โดยไมตองทำการหาอนุพันธยอยและขณะเดียวกัน ก็
ยังคงมีคุณสมบัติของการลูเขาหาผลเฉลยแมนตรงไมดอยไปกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนตเดิม สำหรับขั้นตอน
ในการวิเคราะหสวนอื่น ๆ ซึ่งไดแก การสรางสมการสติฟเนสของเอลิเมนต การสรางเวคเตอรแรงของเอ
ลิเมนต การนำเอาทั้งสติฟเนสและเวคเตอรแรงในระดับเอลิเมนต (Local coordinate system) มา
ประกอบกันเขาเปนสติฟเนสและเวคเตอรแรงหลัก (Global coordinate system) ขั้นตอนการ
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ประยุกตสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) รวมไปถึงขั้นตอนของการแกระบบสมการเชิง
เสนเพ่ือหาคาตัวแปรที่ไมทราบคา ยังคงมลีักษณะเดียวกันกับที่ใชในข้ันตอนของวิธีไฟไนทเอลิเมนตเดิม
ทุกประการ รูปที่ 17 แสดงใหเห็นถึงไดอะแกรมของการวิเคราะหดวยไฟไนทเอลิเมนตเดิม โดยแสดงให
เห็นถึงสวนของการสรางสมการความเครียดท่ีแตกตางกันสำหรับสองวิธดีังกลาว 

 

 

รูปท่ี 17 ความแตกตางของขั้นตอนการสรางความเครียดท้ัง 2 วิธ ี

 

2.6  งานวจิัยที่เกี่ยวของ 
 ฟงกชั่นรูปราง (Shape functions) สำหรับเอลิเมนตที่มีจำนวนของดานมากกวา 4 ดานนั้น
ไดถูกเสนอขึ้นเปนครั้งแรกโดย Wachspress [21, 22] โดยอาศัยหลักการของรูปทรงทางเรขาคณิตแบบ
เปอรสเปคทีพ (Principles of perspective geometry) และถูกเรียกวา “Wachspress shape 
function” วิธีนี้ไดรับความสนใจอีกครั้งหนึ่งตั้งแต ป ค.ศ.2000 เปนตนมา โดยนักวิจัยหลายกลุมสำหรับ
ใชแกปญหาของวิธีไฟไนทเอลิเมนตที่มดีานมากกวา 4 ดานซึ่งมีชื่อเรียกที่แตกตางกันออกไป วิธีเหลานั้น 
ไดแก Voronoi Cell Finite Element Method (VCFEM), Hybrid Polygonal Element (HPE), n-
Sided Polygonal Smoothed Finite Element Method (nSFEM), Mimetic Finite Difference 
Method (MFDM), Virtual Element Method (VEM), Virtual Node Method (VNM), Scaled 
Boundary Finite Element Method (SBFEM) เปนตน 
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 สำหรับวิธีของสมูทไฟไนทเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม (nSFEM) นั้น เอลิเมนตหลักรูปหลาย
เหลี่ยมที่ถูกสรางมาจากการการแบงโดเมนของปญหาออกเปนสวนยอย ๆ (Discretization) นั้น จะถูก
ทำการแบงตอไปใหเปนเอลิเมนตสม่ำเสมอยอย ๆ ที ่เรียกวาโดเมนยอยสม่ำเสมอ (Smoothing 
domains) นั่นเอง 
 วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมแบบแบงโดเมนยอยภายในเอลิเมนตหลักหลาย

เหลี่ยม (nCSFEM) นั้น มีขอดีกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนตหลายประการ เชน ความมีเสถียรภาพของมันทำให

ไดผลลัพธที่มีความแมนยำมากกวาอันเนื่องมาจากการที่สติฟเนสของมันมีแนวโนมที่นอยกวา (Overly 

stiff) และสามารถนำไปประยุกตใชกับปญหาของวัสดุแบบเกือบจะบีบอัดไมไดรวมกับเทคนิคที่เรียกวา 

Selective integration เพ่ือหลีกเลี่ยงการเกิด Volumetric locking phenomena [23]  

 Nguyen et al. [24] ไดศึกษาเปรียบเทียบวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตที่มีเอลิเมนตหลักเปน

รูปทรงหลายเหลี่ยม โดยทำการศึกษาการสรางโดเมนยอยสม่ำเสมอ (Smoothing domains) ทั้ง 3 วิธี 

สำหรับปญหาทางกลศาสตรของแข็งแลวพบวา วิธี การสรางโดเมนยอยสม่ำเสมอแบบแบงตามโหนดของ

เอลิเมนตหลักหลายเหลี่ยม (nESFEM) นั้น ใหผลลัพธที่มีความคลาดเคลื่อนนอยที่สุด และยังพบวา คา

ของสติฟเนส (Stiffness, K) ที่ไดจากวิธีนี้ มีคาอยูระหวางคาของสติฟเนสที่ไดจากวิธี สมูทไฟไนทเอลิ

เมนตรูปหลายเหลี่ยมแบบการสรางโดเมนยอยสม่ำเสมอภายในเอลิเมนตหลัก (nCSFEM) และ แบบการ

สรางโดเมนยอยสม่ำเสมอตามโหนดของเอลิเมนตหลัก (nNSFEM) นอกจากนั้น Nguyen et al. [25, 

26] ยังไดนำเอาเทคนิคของ nESFEM รวมกันกับวิธี nNSFEM เพื่อทำการแกปญหาของไหลในการ

ปองกันการเกิดปรากฏการณที่เรียกวา Volumetric locking โดยพบวา คำตอบที่ไดนั้น มีอัตราของการ

ลูเขาหาผลเฉลยแมนตรงท่ีสูงกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนต 

 นักวิจัยหลายกลุมพบวา ผลเฉลยของ nCSFEM ที่ไดจากการประยุกตใชกับปญหาหลาย ๆ 

ประเภทนั้น จะใหคา Upper bound เมื่อเทียบกับคาของผลเฉลยแมนตรงของมัน เชน ปญหาดาน

กลศาสตรของแข็ง [24] ปญหาการปฎิสัมพันธระหวางของไหลและของแข็ง (Fluid-Solid Interaction, 

FSI) [26] รวมทั้งปญหากลศาสตรของแข็งของวัสดุยืดหยุนที่รับแรงบิด [27] เปนตน  

 นอกจากนี้ Biabanaki et al. [29] ยังไดมีการประยุกตใชเอลิเมนตที่มีดานมากกวา 4 ดาน

สำหรับการแกปญหาของการเสียรูปอยางมากของของแข็ง (Large deformation) Biabanaki et al. 

[30] ยังไดศกึษาปญหาของการสัมผัสและชนกัน (Contact-impact problem) เมื่อมีการใชโครงตาขาย

แบบไมเขากัน (Non-conforming mesh) อีกดวย ปญหาเก่ียวกับกลศาสตรของการแตกหัก (Fracture 

Mechanics) ดวยเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมนั้น ไดถูกศึกษาโดย Khoei et al. [31] ในขณะที่ Katili et 

al. [32] ไดทำการประยุกตโดยมีการใชวิธี nCSFEM รวมกับ DKMQ [33] เพื่อทำการศึกษาปญหาของ

แผน (Plate problem) ที่มีคุณสมบัติเปนแบบ Functionally Graded Material (FGM) เปนตน 

ผลงานวิจัยลาสุดเกี่ยวกับการศึกษาเรื่อง FSI ของการไหลแบบ Viscous incompressible โดpใชการ

สรางโครงตาขายแบบ Sliding mesh [28] ทำใหสามารถสรุปไดวา วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบเอลิ
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เมนตรูปหลายเหลี่ยมนี้ มีประสิทธิภาพของการคำนวณสูงกวาการคำนวณดวยวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ

ปกติอยางมีนัยสำคัญ ที่เปนเชนนั้น เนื่องมาจาก การแบงโครงตาขายหลักแบบเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม

ของปญหาของไหลออกเปนโดเมนยอยสม่ำเสมอที่เปนอิสระตอกันนั่นเอง 



บทท่ี 3 
วิธีการวิจัย 

 
 การวิจัยในครั ้งนี้ เริ ่มดวยการกลาวถึงสมการครอบคลุม (Governing equation) ปญหา
ความเคนในระนาบสองมิติ (Two-dimensional plane stress problem) ของของแข็งเปนลำดับแรก
กอนที่จะอธิบายถึงพื้นฐานที่สำคัญของวิธีสมูทไฟไนท (Smooth finite element method, S-FEM) 
สำหรับใชในการวิเคราะหปญหาของแข็งดังกลาว จากนั้นจึงทำการสรางเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม
เทียบเทา(N-side polygonal element) ครอบคลุมทั่วทั้งโดเมนของปญหา ขั้นตอนของการสรางเอลิ
เมนตยอยสม่ำเสมอรูปทรงสี่หนา(Quadrilateral element) สำหรับแตละเอลิเมนตหลักทุกเอลิเมนต 
การใชแบบจำลองทางคณิตศาสตร (Mathematical model) สำหรับปญหาความเคนในระนาบสองมิต ิ
(Two-dimensional plane stress problem) ที่เหมาะสม อันจะนำไปสูขั้นตอนของการวิเคราะหดวย
โปรแกรมคอมพิวเตอร เพื่อนำคาที่ไดเหลานั้นไปเปรียบเทียบกับคาที่ไดจากการวิเคราะหทางทฤษฎีซึ่ง
จะไดกลาวถึงเปนหัวขอสุดทายในสวนนี ้
 

3.1 สมการพื้นฐานวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (Smooth Finite Element Method) 
 ขั้นตอนการสรางสมูทไฟไนทเอลิเมนต (S-FEM Smooth Finite Element Method) สำหรับ
การแกปญหาความเคนของของแข็งในระนาบนั้น สามารถอธิบายโดยสรุปยอดังนี้ เริ่มจากการแบงโดเมน
ของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย โดยภายในเอลิเมนตหลักของปญหาจะเปนเอลิเมนตรูปทรงเหลี่ยมหลาย
หนา (Cell-based N-Sides Polygonal Smoothed Finite Element) (อาจหมายรวมถึงเอลิเมนตแบบรูป
สามเหลี่ยมสีเหลี่ยมดวย) เชนเดียวกับวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบเดิมหรือใชขบวนการที่เรียกวา Delaunay 
triangulation ก็ได  สร างสนามการเปลี ่ยนตำแหนง (Displacement field) และทำการสรางสนาม
ความเครียดสม่ำเสมอโดยใชคาของฟงกชั่นการประมาณภายในหรือฟงกชั่นรูปราง (Shape functions) 
โดยอาศัยเทคนิคที่เรียกวา Strain or Gradient smoothing technique ตลอดทั้งโดเมนยอยสม่ำเสมอ
(Arbitrary Smoothing domain) ที่ไดทำการแบงไวภายในเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม(Cell-based N-Sides 
Polygonal Smoothed Finite Element)แลว สนามความเครียดสม่ำเสมอนี้ถูกสรางผานการอินทิเกรต
ของพ้ืนที่ขอบเขตนั่นเองโดยไมตองทำการ mapping ระหวาง physical และ parent coordinates โดยท่ี
ขั้นตอนทั้งหมดจากนี้ตอไปก็เหมือนกับวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบเดิม 
 
 สมการสมดุลสถิตย (Equilibrium Equation) สำหรับปญหาอิลาสติคที่มีโดเมน Ω และขอบเขต 
  สามารถอธิบายไดดวยสมการ 
 

                𝜎௜௝,௝ + 𝑏௜ = 0                     (18) 
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 รวมกับสมการเงื่อนไขขอบ 𝜎௜௝𝑛௝ = 𝑡௜ บนขอบเขต 𝛤௧ และ 𝑢௜ = 𝑢̄௜ บนขอบเขต 𝛤௨ 
เมื่อ 𝜎௜௝ , 𝑏௜  และ in  คือเทนเซอรของความเคน เวคเตอรของแรงเนื่องจากน้ำหนักและเวคเตอรตั้งฉาก

หนึ่งหนวยตามลำดับ สมการ variational weak form ของมันคือ 
 
 

 สำหรับสมูทไฟไนทเอลิเมนต โอเปอเรเตอรสม่ำเสมอ (Smoothing operator) จะใชเทคนิคของ 
Strain/Gradient smoothing กับโดเมนสม่ำเสมอยอยภายในเอลิเมนตหลักดวยสมการ 
  

                 𝛻෨𝑢(𝑥௦) =
ଵ

஺ೞ
∫ 𝛻𝑢(𝑥)𝑑𝛺

ఆೞ
                                                 (20) 

 
 โดยที่ 𝐴௦ คือพ้ืนที่ของโดเมนสม่ำเสมอยอยและ 𝑢(𝑥) = ∑ 𝑁௜(𝑥)𝑢௜

௡
௜ୀଵ  นั่นเอง หากนำ

คาฟงกชั่นประมาณของการเปลี่ยนตำแหนงนี้แทนลงในสมการที่ (20) จะทำใหการอินทิเกรตตลอดโดเมน
สม่ำเสมอยอยนั้นเปลี่ยนเปนการอินทิเกรตบนขอบเขตของโดเมนสม่ำเสมอยอยนั้น ๆ แทน ดังแสดงใน
สมการที่ (21) 
 

    𝛻෨𝑢(𝑥௦) =
ଵ

஺ೞ
∑ 𝑁௜(𝑥)𝑛(𝑥)𝑑𝛤௜

௡
௜ୀଵ                                        (21) 

 
 อาศัยโอเปอเรเตอรสม่ำเสมอนี ้ สนามความเครียดสม่ำเสมอ (Smoothed strain field) ก็
สามารถหาไดในลักษณะเดียวกันกับสนามความเครียดแบบเขากัน (Compatible strain field) วิธีไฟไนท
เอลิเมนตแตกตางกันตรงที่คาของ strain-displacement matrix นั่นคือ 
 

𝐵෨௜ =
1

𝐴௦
න 𝐵௜(𝑥)𝑑𝛺

ఆೞ

   (22) 

 
 เมื ่อ Bi

  และ Bi  คือ strain-displacement ของสมูทไฟไนทเอลิเมนตและไฟไนทเอลิเมนต

ตามลำดับ กลาวอีกอยางหนึ่งวา strain-displacement matrix ของสมูทไฟไนทเอลิเมนตก็คือคาเฉลี่ยของ 
strain-displacement matrix ของไฟไนทเอลิเมนตตลอดทั้งโดเมนสม่ำเสมอยอยนั่นเอง 
 

                       𝐵෨௜(𝑥௦) = ቎

𝑏෨௜ଵ(𝑥௦) 0

0 𝑏෨௜ଶ(𝑥௦)

𝑏෨௜ଶ(𝑥௦) 𝑏෨௜ଵ(𝑥௦)

቏ (23) 

         ∫ 𝛿𝛻(𝑢௜௝)𝐷௜௝௞௟𝛻(𝑢௞௟)𝑑𝛺 − ∫ 𝛿𝑢௜𝑡௜𝑑𝛤 = 0
௰೟ఆ

                           (19) 
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 เอลิเมนตหลักใด ๆ ใน 2 มิติทุกประเภท ไมวาจะเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยม สี่เหลี่ยม หรือรูป
หลายเหลี่ยมก็ตาม สามารถพิจารณาไดวาเกิดจากการนำเอาสวนของเสนตรงมาประกอบกันเขาเปนเอลิ
เมนตนั้น ๆ ขอบแตละดานของเอลิเมนตหลัก จึงถูกพิจารณาวาเปนเอลิเมนตอยางงายคือเอลิเมนตเสนตรง
ที่มี 2 โหนด (2 nodes bar element) เพราะฉะนั้น จึงใชจุดของเกาส (Gauss point) เพียงแคจุดเดียว ณ 
ตำแหนงกึ่งกลางของความยาวขอบนั้น ๆ สำหรับการอินทิเกรต ก็เพียงพอที่จะใหคาที่แทจริงออกมาได 
ดังนั้น สมาชิกของเมทริกในสมการที่ (23) จึงสามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมไดดังสมการที่ (24) 
 
 
 
 
 จากสมการสมูทไฟไนทเอลิเมนต(S-FEM Smooth Finite Element Method)ดังกลาวขางตน 
ทำใหพบวา ไมตองทำการหาอนุพันธยอย (Derivatives) ของฟงกชั่นรูปรางรวมทั้งจาโคเบียนเมทริก
(Jacobian Matrix) ถือไดวาเปนขอดีประการหนึ่งท่ีเหนือกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบเดิม (FEM Smooth 
Finite Element Method) 
 

3.2 การสรางเอลิเมนตหลักและเอลิเมนตยอยสม่ำเสมอรูปหลายเหลี่ยม 
(Element and Cell-based N-Sides Polygonal Smoothed Finite Element) 
 วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต(S-FEM Smooth Finite Element Method) อาศัยหลักการของการ
สรางสนามความเครียดสม่ำเสมอดังที่ไดกลาวมาแลวขางตน ขอดีประการหนึ่งของการวิเคราะหดวยวิธีนี้คือ 
ทำใหเอลิเมนตหลักหรือเอลิเมนตยอยสม่ำเสมอเหลานั้น เสมือนวาเปนเอลิเมนตขั้นพื้นฐานอยางงายที่สุด
นั ่นคือ เอลิเมนตเสนตรงที่มีสองโหนด (2-node line element) มาประกอบกันเขาเปนเอลิเมนตหลัก
ดังกลาว สงผลใหมีความยืดหยุ นในการเลือกใชงานเอลิเมนตหลักและเอลิเมนตยอยสม่ำเสมอที่
ประกอบดวยจำนวนดานท่ีมีมากกวา 4 ดานไดอยางงายดาย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         𝑏෨௜௞(𝑥௦) = ∑ 𝑁௜(𝑥௜
ீ௉)𝑛௜௞𝐿௜(𝑘 = 1,2)௡

௜ୀଵ  (24) 
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 ขั้นตอนการสรางเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมเริ่มตนดวย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 18 ขั้นตอนการสรางเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม 

1. สรางเอลิเมนตหลักรูปสามเหล่ียม (Triangle Element) ซ่ึงสามารถสรางได
จากการใชโปรแกรมไฟไนทเอลิเมนตสำเร็จรูปทั่ว ๆ ไป 

 

2. ทำการเปลี่ยนเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมดังกลาวใหเปนรูปหลายเหลี่ยมดวย
การหาจุดก่ึงกลางแตละดานของสามเหลี่ยม 

 

3. กำหนดจุดเซนทรอยดของรูปสามเหล่ียม  C1  ถงึ C6  

4. ลากเสนเชื่อมตอระหวางจุดเซนทรอยดเหลานั้นกับจุดกึ่งกลางแตละดาน
ของรูปสามเหล่ียมที่ไดสรางไวจากข้ันตอนที่ผานมา ดังแสดงในรูปที่ 19 

 

5. ทำการลบดานและโหนดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่อยูภายในออก ยกเวน
ดานและโหนดที่อยูบนขอบเขตของปญหา (Boundary Domain) 

 

6. ลากเสนเชื่อมตอระหวางจุดเซนทรอยด ที่สรางขึ้นมา C1 ถึง C6 เขาดวยกัน 
 

 

7. ลากเสนเชื่อมตอระหวางจุดเซนทรอยดกับจุดก่ึงกลางของดานสามเหล่ียมที่
อยูบนขอบเขตของปญหาจะไดเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมดังเสนประสีแดง 
ดังแสดงในรูป 20 
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รูปที่ 19 การกำหนดจุดศนูยกลางและจุดกึ่งกลางดานของเอลิเมนตสามเหลี่ยม 

 

 
 

รูปที่ 20 เอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมที่ไดจากขั้นตอนที่ 7 
 
 

 เทคนิคของการสรางเอลิเมนตรูปหลายเหลี ่ยม (N-Sides Polygonal Element) สำหรับการ
วิเคราะหดวยสมูทไฟไนทเอลิเมนตดังกลาว อาศัยโปรแกรมการสรางเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมที่ถูกเขียน
ขึ้นมาดวยโปรแกรม MATLAB ซึ่งเปนโปรแกรมทางคณิตศาสตรมาชวยในการวิเคราะหแกไขปญหา ซึ่งจะ
ใชสำหรับการสรางเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมสำหรับโดเมนปญหาที่มาจากรูปทรงเรขาคณิตข้ันพ้ืนฐานไดแก 
เสนตรง สี ่เหลี่ยม วงกลม วงรี และมีร ูปทรงไมสลับซับซอนมากนัก [34] ตัวอยางคานยื ่นปลายที่
ประกอบดวยเอลิเมนตแบบหลายเหลี่ยม แสดงไดดังรูปที่ 21 
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รูปท่ี 21 เอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมสำหรับคานตัวอยาง 

 
 ในงานวิจัยครั้งนี้ เอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมสำหรับโดเมนของปญหานั้น ถูกสรางขึ้นมา
จากเอลิเมนตหลักรูปทรงสี่หนา (Quadrilateral element) ที่เทียบเทากันซึ่งสามารถสรางไดจากการใช
โปรแกรมไฟไนทเอลิเมนตสำเร็จรูปทั่ว ๆ ไป จำนวนความละเอียดของโครงตาขายจากหยาบสุดไป
จนกระทั่งละเอียดสุด กำหนดใหมีคาเปน 16X4, 24X6, 32X8, 40X10 และ 48X12 ตามลำดับ รูปท่ี 
22 แสดงโครงตาขายหลักรูปหลายเหลี่ยมเทียบเทาที่ไดจากการแปลงเอลิเมนตหลักรูปทรงสี่หนาที่โครง
ตาขายขนาด 32X8 
 

 
รูปท่ี 22 เอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม 
 
 เมื่อคานตัวอยางไดถูกแบงออกเปนเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมดังแสดงในรูปที่ 22 ขางตน
แลว ขั้นตอนตอไปเปนการสรางเอลิเมนตยอยสม่ำเสมอรูปทรงสี่หนา(Quadrilateral element) ภายใน
แตละเอลิเมนตหลัก เอลิเมนตยอยสม่ำเสมอเหลานี ้ จะมีจุดยอดรวมกันที ่ตำแหนงเซนทรอยด 
(barycenter) ของรูปหลายเหลี่ยมนั่นเอง การสรางเอลิเมนตยอยนี ้ ทำไดดวยการเชื่อมโยงจุดเซน
ทรอยดของเอลิเมนตหลักไปยังจุดกึ่งกลางดานแตละดานเพื่อสรางรูปทรงสี่หนาขึ้นมา จำนวนของเอลิ
เมนตยอยสม่ำเสมอนี้ จะมีจำนวนเทากับจำนวนดานของเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมนั่นเอง ลักษณะ
ของเอลิเมนตยอยดังกลาว แสดงไดดวยพ้ืนที่ในสวนที่แรเงาเพ่ือความชัดเจน ดังแสดงในรูปที่ 23 
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รูปท่ี 23 เอลิเมนตยอยสม่ำเสมอรูปทรงสี่หนา 
 

3.3 ปญหาสำหรับการทดสอบ 
 งานวิจัยนี้ เปนการวิเคราะหปญหาในระนาบ 2 มิติ พิจารณาใชตัวอยางของคานยื่นปลาย 
(Cantilever beam) ความยาว 48 หนวย ความสูง 12 หนวย และมีความหนาของคานเทากับ 1 หนวย 
กำหนดใหคาคงที่ของวัสดุคือ คาโมดูลัสความยืดหยุนของวัสดุและอัตราสวนปวซองมีคาเทากับ 106 นิวตัน
ตอตารางเมตรและ 0.28  ตามลำดับ กรณีตัวอยางนี้จะกำหนดใหคานยื่นมีฐานรองรับที่ปลายคานดานซาย
เปนยึดหมุน (Hinged support) ท่ีระดับกึ่งกลางของความลึก ( D/2 ) ใหขอบดานบนและดานลางเปน
ฐานรองรับแบบเคลื่อนที่ไดในแนวดิ่ง (Roller support) เพื่อใหสามารถขยับยืดหรือหดไดอยางอิสระ
สอดคลองกับคาอัตราสวนปวซอง  และในขณะที่ปลายคานดานขวามือใหมีแรงกระทำในแนวดิ่ง ที่มีการ
กระจายตัวของแรงเปนรูปพาราโบลามากระทำ 1000 นิวตัน โดยจะพิจารณาวาตัวอยางของคานที่ใชใน
การวิเคราะหนี้เปนปญหาของความเคนในระนาบสองมิติ ลักษณะของคานยื่นปลายดังกลาวจะแสดงไว
ในรูปที่ 24 
 

 
รูปท่ี 24 คานยื่นปลายรับแรงเฉือนปลายคาน 
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 ผลเฉลยจากการวิเคราะหทางทฤษฎีของปญหาคานยื่นปลายดังกลาวไดแก คาของการ
เคลื่อนที่ทั้งแนวดิ่งและแนวราบนั้น [35] สามารถแสดงในรูปสมการไดคอื 
 

𝑢௬ = −
𝑃

6𝐸𝐼
቎3𝜈𝑦ଶ(𝐿 − 𝑥) + (4 + 5𝜈)

𝐷ଶ𝑥

4
+

3𝑥ଶ𝐿 − 𝑥ଷ

቏ 

𝑢௫ =     
𝑃𝑦

6𝐸𝐼
ቈ(6𝐿 − 3𝑥)𝑥 + (2 + 𝜈)(𝑦ଶ −

𝐷ଶ

4
)቉ 

 

(25) 

โดยคาโมเมนตความเฉื ่อยของคาน 𝐼 = ℎ𝐷ଷ/12 เมื่อ ℎ คือ ความหนาของคานตัวอยางสำหรับ
ปญหาความเคนในระนาบสองมิติมีคาเทากับ 1 หนวย 
 คาของความเคนซึ่งสามารถคำนวณไดเมื่อทราบคาของการเคลื่อนที่แลว สามารถแสดงไดดัง
สมการตอไปนี ้
 
 
 
 
 
 

𝜎௫௫(𝑥, 𝑦) =
𝑃𝑦

𝐼
(𝐿 − 𝑥) 

𝜎௫௬(𝑥, 𝑦) = −
𝑃

2𝐼
ቆ

𝐷ଶ

4
− 𝑦ଶቇ 

𝜎௬௬(𝑥, 𝑦) = 0 

 (26) 



บทท่ี 4 
ผลการศึกษาวิเคราะห 

 
 ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหเชิงตัวเลขที่จะนำไปใชเพื่อเปรียบเทียบกับคาที่วิเคราะหไดทาง
ทฤษฎีไดแก คาการเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคาน (Tip displacement) คาความคลาดเคลื่อนของการ
เปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่ง (Vertical displacement error norm) ความเคนตั้งฉาก (Normal stress) 
และความเคนเฉือน (Shear stress) ของหนาตัดที ่ตำแหนงกึ ่งกลางคาน ผลการศึกษาดังกลาว มี
รายละเอียดดังตอไปนี้ 
 

4.1 การเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคานและคาความคลาดเคลื่อนมาตรฐาน 
 คาการเปลี่ยนตำแหนงที่นาสนใจของคานยื่นปลายตัวอยางคือการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่ง 
ในที่นี ้ จะทำการเปรียบเทียบคาดังกลาวที่ทุก ๆ ตำแหนงของโหนดที่ขอบลางของคานตลอดทั้งความ
ยาว 48 เมตรของคานตัวอยาง คาที่คำนวณไดจากทฤษฎีตามสมการที ่25  ละเอียดถึงทศนิยมตำแหนง
ที่หา มีคาเทากับ 0.02665 เมตร คาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของการเปลี ่ยนตำแหนงในแนวดิ่ง 
(𝑈௡௢௥௠) สามารถคำนวณไดตามสมการที่ 27 คือ 
                           

                                     𝑈௡௢௥௠ =
ฮ௎೐ೣೌ೎೟ି௎ೌ೙ೌ೗೤ೞ೔ೞฮ

‖௎೐ೣೌ೎೟‖
  (27) 

 
 เมื่อ 𝑈௘௫௔௖௧ และ 𝑈௔௡௔௟௬௦௜௦ คือเวคเตอรของการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่ง ที่ไดจากทาง
ทฤษฎีและจากการวิเคราะหเชิงตัวเลข (Numerical analysis) ตามลำดับ 
 ตารางที่ 1 แสดงคาการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งท่ีปลายคานสำหรับการวิเคราะหดวยไฟไนท
เอลิเมนตโดยใชเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม (FEM-T3) และเอลิเมนตทรงหนา (FEM-Q4) ในแถวท่ี 2 และ 3 
สวนแถวที่ 4 เปนคาที่ไดจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตที่มีเอลิเมนตหลักเปนรูปหลายเหลี่ยม (nCSFEM-
Q4) โดยมีเอลิเมนตสม่ำเสมอยอยเปนเอลิเมนตทรงสี่หนา สำหรับเปรียบเทียบกับคาที่คำนวณไดทาง
ทฤษฎีซึ่งมีคาเทากับ 0.02665 เมตร  
 
ตารางที่ 1  การเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่ง (เมตร) 

Method Vertical displacement (m) 
Mesh 
16X4 

Mesh 
24X6 

Mesh 
32X8 

Mesh 
40X10 

Mesh 
48X12 

Exact Sol. 0.02665 0.02665 0.02665 0.02665 0.02665 
FEM-T3 0.02216 0.02443 0.02535 0.02580 0.02601 
FEM-Q4 0.02590 0.02631 0.02646 0.02652 0.02660 
nCSFEM 0.02408 0.02551 0.02612 0.02630 0.02663 
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 สำหรับโครงตาขายทุกขนาดที่ใชในงานครั้งนี้พบวา คาที่ไดจากการใชวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต
นั ้น มีคาเขาใกลผลเฉลยทางทฤษฎีมากกวาการใชวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ T3 แตยังนอยกวาเมื่อ
เปรียบเทียบกับการใชวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ Q4 ยกเวนคาที่ไดจากโครงตาขายที่มีความละเอียดมาก
สุดที่ 48X12 ซึ่งพบวาคาที่ไดจากสมูทไฟไนทเอลิเมนตนั้น เขาใกลคาจากทางทฤษฎีมากที่สุด ความ
แตกตางระหวางคาที่ไดจากการวิเคราะหเชิงตัวเลขกับคาทางทฤษฎีสำหรับวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตนั้น 
มีแนวโนมลดลงตามขนาดของโครงตาขายท่ีเพ่ิมข้ึนเชนเดียวกับวิธีไฟไนทเอลิเมนตปกติ  
 
ตารางที่ 2  คาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งที่ปลายคาน (เมตร) 

Method Vertical tip displacement error norm (m) 
Mesh 
16X4 

Mesh 
24X6 

Mesh 
32X8 

Mesh 
40X10 

Mesh 
48X12 

Exact Sol. 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 
FEM-T3 0.16848 0.08330 0.04878 0.03189 0.02402 
FEM-Q4 0.02814 0.01276 0.00713 0.00488 0.00188 
nCSFEM 0.09644 0.04278 0.01989 0.01313 0.00075 

 
 สำหรับตารางที่ 2 ซึ่งแสดงคาความคลาดเคลื่อนมาตรฐาน (Error norm) ของการเปลี่ยน
ตำแหนงในแนวดิ่งที่ปลายคานสำหรับโครงตาขายขนาดตาง ๆ กันนั้น พบวา มีแนวโนมเชนเดียวกัน 
กลาวคือ เมื่อขนาดของโครงตาขายมีความละเอียดมากขึ้น คาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานก็มีคาลดลง
ตามไปดวย โดยคาที่ไดจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตมีคาดีกวาไฟไนทเอลิเมนตแบบ Q4 ที่โครงตาขาย
ขนาด 16X4, 24X6, 32X8, 40X10 และ 48X12 ดังรูปที่  25-29 

 
รูปท่ี 25 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 16X4 
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รูปท่ี 26 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 24X6 

 

 
รูปท่ี 27 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 32X8 
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รูปท่ี 28 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 40X10 

 

 
รูปท่ี 29 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 48X12 
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รูปท่ี 30 แบบจำลองการเสียรูปในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 48X12 
 
 สำหรับรูปที่ 25 นั้น แสดงคาการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งของทั้งสามวิธีการวิเคราะหเชิง
ตัวเลขเมื่อเปรียบเทียบกับคาทางทฤษฎีสำหรับความละเอียดโครงตาขายต่ำสุดที่ 16X4 พบวา คาที่ได
จากทั้งสามวิธีนั้น ใหคาความแมนยำที่ใกลเคียงกัน โดยคาที่ไดจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (nCSFEM-
Q4) นั้นมีคาอยูระหวางสองวิธีไฟนทเอลิเมนตปกติ เมื่อความละเอียดของโครงตาขายมีขนาดเพิ่มข้ึน
จนกระทั่งสูงสุดที่ 48X12 ดังแสดงในรูปที่ 29 นั้น พบวาวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (nCSFEM-Q4) มีความ
แมนยำในการคำนวณเทากันหรือไมมีความแตกตางอยางมีนัยสำคัญกับวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ Q4 
นั่นเอง ในขณะที่คาท่ีไดจากการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ T3 (FEM-T3) นั้น พบวา มีความ
แมนยำนอยกวาทั้งสองวิธีสำหรับปญหาความเคนในระนาบครั้งนี้ ดังนั้น สำหรับการวิเคราะหผลที่ได
ตอไปจากนี้ จะเปนการเปรียบเทียบผลที่ไดจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม 
(nCSFEM-Q4) กับผลท่ีไดจากทางทฤษฎีโดยตรงเพียงอยางเดียวเทานั้น 
 สวนรูปที่ 30 แสดงใหเห็นถึงรูปรางที่เปลี่ยนแปลงไป (Deform Shape) ของคานยื่นปลายที่
ทำการวิเคราะหดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตที่มีเอลิเมนตหลักเปนรูปหลายเหลี่ยม (nCSFEM-Q4) ของ
แบบจำลองของคานยื่นปลายที่มีการแบงโครงตาขายละเอียดสูงสุด 48X12 ซึ่งจะสังเกตเห็นไดวาคานจะ
มีการเคลื่อนตัวในแนวดิ่งท่ีบริเวณปลายคานอยางชัดเจน 
 ร ูปที ่  31–33 แสดงผลของการกระจายตัวของคาการเปลี ่ยนตำแหนงและคาความ
คลาดเคลื่อนมาตรฐานของการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดทั่วทั้งโดเมนของปญหาซึ่งไดจากวิธีสมูท
ไฟไนทเอลิเมนตแบบเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมในรูปของ Contour Plot  
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รูปท่ี 31 การกระจายตัวของการเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง (โครงตาขายขนาด 48X12) 

 

 
รูปท่ี 32 ลักษณะการกระจายตัวคาการเคลื่อนที่ในแนวราบ (โครงตาขายขนาด 48X12) 

 

 
รูปท่ี 33 การกระจายตัวคาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของการเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง (โครงตาขายขนาด 
        48X12) ปรับสเกลแกน Y 
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4.2  ความเคนตั้งฉาก (Normal stress) 
 สำหรับกรณีศึกษานี้ จะใชความเคนตั้งฉากที่ไดจากการวิเคราะหบริเวณหนาตัดกึ่งกลางคาน
ตลอดความลึกของคานเทียบกับคาที่ไดจากทางทฤษฎี ณ ตำแหนงเดียวกัน คาเหลานั้น ถูกนำมาแสดง
ในรูปที่ 34–38 โดยแกนในแนวดิ่งเปนคาความเคนตั้งฉากสวนแกนในแนวนอนเปนคาความลึกของหนา
ตัดคาน พบวาคาที่ไดจากการวิเคราะหดวยวิธีที่นำเสนอ (แสดงดวยจุดกากบาท) มีความสอดคลองกับ
คาที่ไดจากทางทฤษฎี (แสดงดวยจุดวงกลม) เปนอยางดี จะสังเกตเห็นวา บริเวณของบนและขอบลาง
ของหนาตัดคานนั้น คาที่ไดโดยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยมนี้ มีความแตกตางจากคา
ทางทฤษฎีอยูบางซึ่งความแตกตางนี้จะมีคามากสุด ณ ตำแหนงของโหนดที่บริเวณขอบนอกสุดอัน
เนื่องมาจากพื้นที่ซึ ่งสงผลตอการคำนวณหาคาความเคน ณ ตำแหนงดังกลาวมีเพียงทิศทางเดียวเมื่อ
เทียบกับโหนดในบริเวณอื่น ๆ ซึ่งไดรับอิทธิพลของพื้นที่จากโหนดที่อยูขางเคียงมากกวานั่นเอง การ
กระจายตัวของความเคนปกติตลอดทั่วทั้งคานยื่นปลายในรูปของ Contour Plot แสดงไดดงัรูปที่ 39 
 ในสวนของรูปที่ 40 แสดงใหเห็นการกระจายตัวของความเครียดตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัด
บริเวณกึ่งกลางคานตลอดทั่วทั้งคานยื่นปลายในรูปของ Contour Plot เห็นไดวาความเครียดตั้งฉากจะ
มีคามากที่บริเวณฐานรองรับแบบเคลื่อนที่ได (Roller Support) ดานบนและดานลาง 
 
 

 
รูปท่ี 34 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 16X4 ขยายสเกล 
        แกน X ใหถึง 6 และ -6 
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รูปท่ี 35 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 24X6 

 

 
รูปท่ี 36 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 32X8 
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รูปท่ี 37 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 40X10 

 
 

 
รูปท่ี 38 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 48X12 
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รูปท่ี 39 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคาน (โครงตาขายขนาด 48X12) 

 

 
รูปท่ี 40 ความเครียดตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคาน (โครงตาขายขนาด 48X12) 
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4.3  ความเคนเฉือน (Shear stress) 
 ความเคนเฉือนสำหรับใชในการเปรียบเทียบนี้ พิจารณาที่บริเวณหนาตัดเดียวกันกับคาของ
ความเคนตั้งฉากในหัวขอที่ผานมา ลักษณะของความเคนเฉือนที่ไดจากการวิเคราะห มีแนวโนมเดียวกัน
กับคาความเคนปกติ กลาวคือ มีความแมนยำของผลลัพธที่ไดในระดับดีมากเมื่อเทียบกับผลของการ
คำนวณทางทฤษฎี เชนเดียวกันกับกรณีของความเคนปกติในหัวขอที่ผานมา คาดังกลาวมีความเบ่ียงเบน
จากคาทางทฤษฎีสูงในโหนดบริเวณขอบทั้งสองดานของปญหาเนื่องดวยเหตุผลเดียวกับที่ไดกลาวไวใน
หัวขอที่ 4.2   
 คาความเคนเฉือนดังกลาวจะนำมาพลอตกราฟ โดยแกนในแนวดิ่งเปนคาความเคนเฉือนสวน
แกนในแนวนอนเปนคาความลึกของหนาตัดคาน เปรียบเทียบคาที่ไดจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต 
(nCSFEM-Q4) กับคาทางทฤษฎี (Exact Solution) พบวาคาความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคานที่
ระยะ L/2 จะมีคาเขาใกลกับคาทางทฤษฎียิ่งขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 41-45 โครงตาขายถูกแบงใหมีความ
ละเอียดขนาด 16X4, 24X6, 32X8, 40X10 และ 48X12 ตามลำดับ 

 

  
รูปท่ี 41 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 16X4 ขยายสเกลแกน X ใหถึง 6 
        และ -6 
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รูปท่ี 42 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 24X6 

 

 
รูปท่ี 43 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 32X8 
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รูปท่ี 44 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 40X10 

 

 
รูปท่ี 45 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 48X12 

 



บทท่ี 5 
สรุปผลการทดลองและขอเสนอแนะ 

 

5.1 สรุปผลการวิจัย 
 การวิเคราะหสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบการสรางเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมแลวจึงทำการ
แบงเอลิเมนตหลักเหลานั้นออกเปนเอลิเมนตสม่ำเสมอยอยรูปทรงสี่หนา (nCSFEM-Q4) สำหรับปญหา
ความเคนในระนาบของคานยื่นปลายที่รับแรงเฉือนรูปพาราโบลากระทำที่ปลายอิสระนี้  ไดแสดงใหเห็น
ถึงความแมนยำของผลลัพธท่ีไดเมื่อเทียบกับทั้งผลเฉลยทางทฤษฎีหรือผลจากวิธีท่ีไดรับความนิยมอยาง
วิธีไฟไนทเอลิเมนตแลววา ไมมีความแตกตางกันอยางมีนัยสำคญัถึงทศนิยมตำแหนงที่หา ทั้งในสวนของ
การเปลี่ยนตำแหนงรวมท้ังความเคนตั้งฉากและความเคนเฉือนตามลำดับ แนวโนมของความแมนยำท่ีได 
มีลักษณะเชนเดียวกันกับวิธีการวิเคราะหไฟไนทเอลิเมนต กลาวคือ มีคาเพิ่มขึ้นตามจำนวนของโครงตา
ขายที่เพิ่มขึ้น ในกรณีนี้ ที่ความละเอียดของโครงตาขายสูงสุด ความแมนยำผลลัพธของวิธีที่นำเสนอ มี
คามากกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ T3 และอยูในระดับเดียวกับไฟไนทเอลิเมนตแบบ Q4 นอกจากนั้น 
ทั้งคาของความเคนปกติและความเคนเฉือน ณ ตำแหนงของโหนดบริเวณขอบบนและขอบลางที่ไดนั้น มี
ความคลาดเคลื่อนกับคาที่ไดทางทฤษฎีอยูบาง จึงตั ้งเปนขอสังเกตสำหรับงานวิจัยตอไปไดวา ควร
หลีกเลี่ยงการใชเอลิเมนตดังกลาวบริเวณขอบของปญหาที่กำลังพิจารณาเพื่อลดความผิดพลาดของการ
คำนวณความเคนในบริเวณดงักลาว 
 ถึงแมวาความแมนยำของการคำนวณดังกลาว ไมไดมากไปกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ Q4 
ซึ่งถือไดวาเปนวิธีที่ไดรับความนิยมอยางมากสำหรับปญหาความเคนในระนาบปกติก็ตาม แตสำหรับ
ปญหาความเคนในระนาบแบบอ่ืน ๆ เชน ปญหาความเคนในระนาบของแผนที่มีรูเจาะ ปญหาความเคน
ในระนาบของแผนที่มีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเชนแผนรูปตัวแอลเปนตน หรือปญหาความเคนในระนาบ
ของคานแบบเซลลูลาร (castellated beam) ซึ่งมีสภาพของความเคนชุมนุม (stress concentration) 
ในบางตำแหนง รวมทั้งปญหาของการแตกหัก (fracture mechanics) ซึ่งเกิด stress singularity ที่
ปลายรอยแตก ปญหาประเภทนี้ ตองใชการแบงเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กเพียงพอที่จะสามารถทำนาย
พฤติกรรมที่ถูกตองไดอยางแมนยำหรือใชวิธีอื่น ๆ เชน XFEM (Extended Finite Element Method) 
เขามาชวยในการวิเคราะห การแบงโดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมที่มีขนาด
เล็ก ดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตรอบ ๆ บริเวณดังกลาว ในขณะที่บริเวณอ่ืน ๆ ซึ่งไมไดรับผลกระทบนั้น 
ยังคงใชโครงตาขายแบบทรงเหลี่ยมสี่หนาตามปกติ ดูเหมือนจะเปนอีกทางเลือกหนึ่งสำหรับการ
วิเคราะหไดเปนอยางดี ประโยชนอีกอยางหนึ่งของวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบเอลิเมนตหลักรูปหลาย
เหลี ่ยมนี ้คือการวิเคราะหปญหาที ่ม ีหลายโดเมน (multiple domains) ซึ ่งแตละโดเมนอาจจะมี
คุณสมบัติทางรูปทรงเรขาคณิตและคุณสมบัติทางกลที่ไมเหมือนกัน หากโดเมนเหลานี้ มีการสรางโครง
ตาขายที่มีรูปรางแตกตางกัน และอาจนำไปสูความไมเขากันของโครงตาขายที่บริเวณรอยตอ (non-
matching mesh) ระหวางโดเมนยอยเหลานั้น เนื่องจากเอลิเมนตหลักของวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตนี้ไม
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ตองทำการ mapping ไปยัง parent element จึงสามารถนำไปวิเคราะหปญหาดังกลาวไดอยางไมมี
ขอจำกัดและเปนหัวขอวิจัยท่ีนาสนใจอยางยิ่ง 
 

5.2 ประโยชนและขอเสนอสำหรับงานวิจัยในอนาคต 
 5.2.1 เนื่องจากคาของความเคนและความเครียด ที่ไดจากการวิเคราะหดวยวิธีสมูทไฟ
ไนทเอลิเมนตแบบการสรางโดเมนยอยภายในเอลิเมตหลักรูปหลายเหลี่ยมของโหนดท่ีอยูบริเวณขอบเขต
ของปญหามีความคลาดเคลื่อนมากกวาคาที่คำนวณไดจากทางทฤษฏี จึงควรทำการศึกษา อัตราสวน
ระหวางความยาวตอความลึกของคานตัวอยาง (L/D) ที่ขนาดตางๆกัน  
 5.2.2 ควรทำการศึกษาประเด็นเพิ่มเติมสำหรับ กรณีของปญหาของแข็งที่มีความไม
ตอเนื่องภายในโดเมนขอบเขตของปญหา เชน แผนท่ีมีรูเจาะทรานเซลลูลาร (Castellated Beam) เปน
ตน 
 5.2.3 ควรทำการศึกษาปญหาความเคนหรือปญหาความเครียดในระนาบ Plane Stress 
หรือ Plane Strain โดยพิจารณาใชการสรางเอลิเมนต รูปหลายเหลี่ยมดวยอัลกอริทึม (algorithm) อื่น 
ๆ เพื่อเปรียบเทียบกับอัลกอริทึมที่นำเสนอในวิทยานิพนธเลมนี้ 
 5.2.4 ควรทำการศึกษาเพิ่มเติมสำหรับการวิเคราะหปญหาของแข็ง (Solid Mechanic) 
แบบพลศาสตร (Dynamic Analysis) สำหรับความถี่ธรรมชาติ (Natural Frequency) โหมดรูปราง 
(Mode Shape) รวมทั้งการสั่นสะเทือนแบบแรงกระทำชั่วขณะ (Transient Vibration Analysis) 
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