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บทคัดย่อ 
 

 วิทยานิพนธ์ฉบับนี้ศึกษาพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ี มีสมบัติไม่เชิงเส้นแบบ
ลุดวิก โดยมีโมดูลัสด้านรับแรงอัดและแรงดึงแตกต่างกัน (Bi-modulus) ภายใต้น้ าหนักบรรทุกแบบติด
ตามท่ีเปล่ียนแปลงไปตามการเสียรูปของอิลาสติกคา เพื่อศึกษาพฤติกรรมของอิลาสติกคาเมื่อค่าคงท่ี
ของวัสดุ n  อัตราส่วนของโมดูลัสด้านรับแรงอัดและแรงดึง /c tE E  และขนาดของหน้าตัดมีการ    
แปรผัน 
 การศึกษาในครั้งนี้ จะท าการศึกษาพฤติกรรมของอิลาสติกคาเมื่อน้ าหนักบรรทุก P กระท าท่ี
ต าแหน่ง   = 0.25 0.50 และ 0.75 โดยในแต่ละต าแหน่งของน้ าหนักบรรทุกจะท าการแปรผัน
พารามิเตอร์ท่ีส าคัญเพื่อสังเกตถึงอิทธิพลของพารามิเตอร์เหล่านี้ต่อพฤติกรรมของอิลาสติกคา อาทิเช่น 
ค่าคงท่ีของวัสดุ n  อัตราส่วน /c tE E   และขนาดของหน้าตัด โดยสมการครอบคลุมปัญหา
ประกอบด้วยสมการสมดุล ความสัมพันธ์ระหว่างความโค้งและโมเมนต์ และความสัมพันธ์ของรูปร่างทาง
เรขาคณิต  เพื่อให้ได้ผลลัพธ์เชิงตัวเลข งานวิจัยนี้ได้ใช้วิธียิงเป้าโดยการอินทิเกรตเชิงตัวเลขกับระบบ
สมการอนุพันธ์  ซึ่งภายหลังจากการอินทิเกรตผลลัพธ์ท่ีได้ต้องสอดคล้องกับเงื่อนไขของปัญหา มิฉะนั้น
แล้วกระบวนการกระท าซ้ าของนิวตัน - ราฟสัน จะถูกน ามาใช้เพื่อปรับแก้ตัวแปรท่ีไม่ทราบค่า 
 ผลการศึกษาพบว่าการเปล่ียนแปลงของค่าคงท่ีของวัสดุ n  อัตราส่วน /c tE E และอัตราส่วน
ความกว้างต่อความสูงของหน้าตัด  /b h ท่ีต่างกัน มีผลต่อพฤติกรรมของอิลาสติกคา อาทิเช่น         
สติฟเนส รูปร่างสมดุล และน้ าหนักบรรทุกวิกฤตของอิลาสติกคา 
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ABSTRACT 
 This thesis aimed to investigate the large deflection behavior of a variable-arc-
length elastica made of nonlinear material (Ludwick’s material) where compression 
modulus was different from tension modulus (Bi-modulus). The load applied on the 
elastica was the follower load which could be changed according to the deflection of 
the elastica. To investigate the behavior of the elastica when the material constant n , 
ratio of compression and tension modulus  /c tE E , and dimension of the cross section 
varied.  
 In this study, the behavior of the elastica was to study when the load P was 
at   were 0.25, 0.50, and 0.75 respectively. At each position, the important parameters 
could be varied by observing the influence of these parameters on the behavior of the 
elastica such as material constant n , ratio of /c tE E , and dimension of the cross 
section of the elastica. The governing differential equations consisted of equilibrium, 
moment-curvature relation, and geometric relations. In order to obtain the numerical 
results, the shooting method was employed in this study. The numerical integration 
was performed on the system of differential equations. After the integration, the results 
needed to be satisfied with the constraint conditions. Otherwise, the Newton-Raphson 
iterative scheme would be applied to adjust the unknown variables. 
 The results of the study was found that changes of material constant n , 
ratios of /c tE E  and the aspect ratio of the cross section /b h  significantly affect the 
large deflection behavior of the elastica such as stiffness, equilibrium shapes and 
critical load of the elastica.  
 
Keywords: large deflection, bi-modulus, Ludwick’s material, follower load, shooting 
    method 
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t   ความเครียดดึง 
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x   ระยะตามแนวราบของอิลาสติกคา 

y   ระยะตามแนวดิ่งของอิลาสติกคา 
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  

y   ระยะตามแนวดิ่งของอิลาสติกคาแบบไร้หน่วย y
y

L
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* y

y
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 
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 

  
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ความกว้างของอิลาสติกคาแบบไร้หน่วย b

b
L

 
 

 
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ความกว้างของอิลาสติกคาแบบไร้หน่วย h

h
L
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 
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 
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  
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I   โมเมนต์ของความเฉื่อยแบบไร้หน่วย 
4
o

o

I
I

L
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 
 

  

*I   ค่าสติฟเนสของสปริงแบบไร้หน่วย *
*

3 1n

nL

II


 
 
 
 

  

 
Arc - Length  ความยาวส่วนโค้ง 
Boundary Condition  เงื่อนไขขอบเขต 
Critical Load  น้ าหนักบรรทุกวิกฤติ 
Elastica  อิลาสติกคา 
Euler - Bernoulli  ทฤษฎีของออยเลอร์ - แบร์นูล่ี 
Flowchart  แผนผังแสดงขั้นตอนของการท างาน 
Geometric Relation  ความสัมพันธ์ทางเรขาคณิต 
Governing Equation  สมการครอบคลุมของปัญหา 
Instability  ความไร้เสถียรภาพ 
Large Deflection  การโก่งตัวมาก 
Newton - Raphson Method  วิธีนิวตัน - ราฟสัน 
Runge - Kutta Method  วิธีรุงเง - คุตตา 
Shooting Method  วิธียิงเป้า 
Stable Equilibrium  สมดุลแบบมีเสถียรภาพ 
Static  สถิตศาสตร์ 
Strain  ความเครียด 
Stress  ความเครียด 
Stiffness  ความเค้น 
Total - Arc - Length  ความยาวส่วนโค้งท้ังหมด 
Unstable Equilibrium  สมดุลแบบไร้เสถียรภาพ 
Variable - Arc - Length Elastica  อิลาสติกคาท่ีมีความส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้ 
Bi-modulus  วัสดุท่ีมีความต่างกันของโมดูลัสด้านอัดและดึง 
Ludwick’s้Material  วัสดุประเภทลุดวิก 
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บทท่ี 1 
บทนำ 

 
 การศึกษาปัญหาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาในปัจจุบันมีความหลากหลายในการศึกษา
มากขึ้น โดยมีการนำวัสดุที่มีพฤติกรรมที่ไม่เชิงเส้นเข้ามาใช้เป็นแบบจำลองในการศึกษาพฤติกรรมการ
รับน้ำหนักบรรทุกในแบบต่าง ๆ มากขึ้น เพื่อตอบสนองการใช้งานโครงสร้างที่ต้องการการแอ่นตัวที่มาก
แต่ยังมีความปลอดภัยในการใช้งาน โดยในงานวิจัยนี้ได้ทำนำเอาวัสดุที่ไม่เชิงเส้นประเภทลุดวิกประ
เภทไบโมดูลัส มาเป็นแบบจำลองในการวิจัย เพ่ือศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาที่รับภาระกระทำ
แบบติดตามตามการเสียรูปของอิลาสติกคา โดยในบทนี้ได้ทำการศึกษาความเป็นมาของปัญหา 
จุดมุ่งหมาย สมมติฐาน ขั้นตอน ขอบเขต ผลที่คาดว่าจะได้ ของปัญหาที่จะทำการศึกษาเพ่ือให้บรรลุ
เป้าหมายในการศึกษาปัญหาดังกล่าวได้เป็นอย่างด ี
 

1.1  ความเป็นมาและความสำคัญของปัญหา 
ปัจจุบันปัญหาเกี่ยวกับอิลาสติกคาที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้  สามารถนำไป

ประยุกต์ใช้เป็นแบบจำลองหรือนำไปใช้ในงานวิจัยที่เกี่ยวข้องในหลายสาขา หนึ่งในนั้นคือ ท่อลำเลียง
ของไหล (Risers) ที่ใช้ลำเลียงปิโตรเลียม (Petroleum) หรือก๊าซธรรมชาติ (Gas) ในงานวิศวกรรมนอก
ชายฝั่ง  ซึ่งท่อเหล่านี้ต้องรับน้ำหนักบรรทุกเนื่องจากสภาพแวดล้อมที่มีความรุนแรง และความยาวของ
ท่อจะต้องสามารถปรับเปลี่ยนความยาวได้เพ่ือลดความเสียหายที่จะเกิดขึ้นกับท่อลำเลียง  โดยปัญหา
ดังกล่าวสามารถจำลองได้เป็นอิลาสติกคาช่วงเดียวที่ปลายด้านหนึ่งที่ติดกับแท่นขุดเจาะเปรียบเสมือน
เป็นจุดรองรับแบบยึดหมุน ส่วนปลายอีกด้านหนึ่งที่ติดกับเรือเปรียบเสมือนจุดรองรับแบบไร้แรงเสียด
ทานเพ่ือให้ความความยาวของท่อสามารถปรับแปรเปลี่ยนได้ตามสภาพแวดล้อมการรับแรง ส่วนน้ำหนัก
บรรทุกที่กระทำต่อท่อลำเลียงจะเป็นน้ำหนักบรรทุกแบบติดตามตามการเสียรูปของอิลาสติกคา ส่วนใน
ด้านของวัสดุที่ใช้ในการทำท่อลำเลียงนั้นจะต้องมีคุณสมบัติในการรับน้ำหนักบรรทุกได้เป็นอย่างดี ซึ่ง
วัสดุที่ใช้นั้นอาจไม่จำเป็นต้องใช้วัสดุที่มีพฤติกรรมความเป็นเชิงเส้นแต่เพียงอย่างเดียว นั่นคือ อาจมีค่า
โมดูลัสด้านรับแรงอัดและแรงดึงที่แตกต่างกัน ( )/c tE E   และมีค่าคงที่ n  ที่ไม่เท่ากันทั้งในส่วนดึงและ
ส่วนอัดเป็นต้น เพื่อตอบสนองการใช้งานตามที่ได้กำหนดไว้ 

สำหรับงานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์เพ่ือนำเสนอพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาที่ทำ
จากวัสดุไม่เชิงเส้นแบบ Bi-modulus ภายใต้ภาระกระทำที่เปลี่ยนแปลงทิศทางตามการเสียรูปของ     
อิลาสติกคา โดยใช้แบบจำลองของวัสดุแบบ ลุดวิก (Ludwick’s material) โดยการศึกษาพารามิเตอร์ที่
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มีผลต่อพฤติกรรมการรับน้ำหนักบรรทุกของอิลาสติกคา ได้แก่ ค่าคงที่ของวัสดุ n  อัตราส่วน /c tE E  
และสัดส่วนความกว้างต่อความสูงของหน้าตัด ( )/b h  โดยใช้วิธีการยิงเป้าร่วมกับเทคนิคการอินทิกรัล
เชิงตัวเลขแบบรุงเง-คุตตา (Runge - Kutta method) และเงื่อนไขท่ีเหมาะสมในการแก้ไขปัญหา  และ
นำผลลัพธ์ที่ได้ไปเปรียบเทียบกับผลที่ได้จากการทดลองที่ได้ถูกจัดเตรียมข้ึนเพ่ือยืนยันความถูกต้องของ
ผลการศึกษา 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
รูปที่ 1.1 ตัวอย่างการประยุกต์ใช้กับงานท่อส่งน้ำมันและก๊าซธรรมชาติ 
 
1.2  วัตถุประสงค์การวิจัย  

1.2.1  เพ่ือศึกษาพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาที่ทำจากวัสดุไม่เชิงเส้นโดยใช้
แบบจำลองความความสัม พันธ์ระหว่ างเค้น  – ความ เครียดแบบลุดวิก  จำพวกไบ โมดูลั ส                  
(Bi-modulus) รับภาระกระทำแบบเปลี่ยนแปลงทิศทางตามการเสียรูปของอิลาสติกคา 

1.2.2  เพ่ือหาน้ำหนักบรรทุกวิกฤตของอิลาสติกคาช่วงเดียวที่ทำจากวัสดุประเภทลุดวิก
จำพวกไบโมดูลัส 

1.2.3  เพ่ือศึกษาผลเปรียบเทียบพฤติกรรมของอิลาสติกคาที่นำเสนอกับอิลาสติกคาในรูปแบบ
เดยีวกันที่ใช้แบบจำลองของวัสดุแบบฮุค (Hooke’s) 
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1.3 สมมติฐานการวิจัย 
สมมติฐานในการวิเคราะห์ปัญหาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาที่ทำจากวัสดุไม่เชิงเส้นแบบ 

Bi-modulus ที่รับภาระกระทำแบบเปลี่ยนแปลงทิศทางตามการเสียรูปของอิลาสติกคาโดยใช้
แบบจำลองของวัสดุแบบลุดวิก มีดังนี้ 
    1.3.1  วัสดุของอิลาสติกคามีความสม่ำเสมอเป็นเนื้อเดียวกันตลอด        
    1.3.2  อิลาสติกคาไม่มีการยืดหดตัวตามแนวแกนเมื่อรับแรง 
    1.3.3  คุณสมบัติของวัสดุเป็นไปตามกฎความสัมพันธ์ของวัสดุแบบลุดวิก  
    1.3.4  แรงที่กระทำต่ออิลาสติกคาจะแปรเปลี่ยนทิศทางตามการเสียรูปของอิลาสติกคาและยึด
ติดกับตำแหน่งเดิมเสมอ   

1.3.5  การแอ่นตัวของอิลาสติกคามีมากแต่ในขณะที่ความเครียดที่เกิดขึ้นมีค่าน้อย 
 
1.4  ขอบเขตการวิจัย 

1.4.1  แบบจำลองของงานวิจัยเป็นคานทำจากวัสดุแบบไม่เชิงเส้นจำพวกลุดวิก โดย
อัตราส่วนของโมดูลัสยืดหยุ่นในด้านรับแรงอัดต่อแรงดึงสามารถกำหนดค่าได้โดยที่ฐานรองรับด้านหนึ่ง
เป็นจุดรองรับแบบหมุนได้อย่างอิสระ และอีกด้านหนึ่งเป็นจุดรองรับที่ไร้แรงเสียดทาน 

1.4.2   การคำนวณเชิงตัวเลขใช้วัสดุไม่เชิงเส้นแบบลุดวิก ที่มีค่าโมดูลัสของวัสดุแตกต่างกัน
ระหว่างแรงอัดและแรงดึง โดยสอดคล้องกับสมการดังแสดงในบทที่ 2  

  
1.5 ขั้นตอนการวิจัย 

งานวิจัยนี้ทำการวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของคานช่วงเดียวที่ทำจากวัสดุไม่เชิงเส้นแบบไบโมดูลัส ที่
รับภาระกระทำแบบเปลี่ยนแปลงทิศทางตามการเสียรูปของคานโดยใช้แบบจำลองของวัสดุแบบลุดวิก 
การแก้สมการครอบคลุมของปัญหาด้วยวิธียิงเป้าและร่วมกับวิธีการอิทริเกรตเชิงตัวเลขวิธีรุงเง-คุตตา 
อันดับที่ 4 โดยแบบการจำลองของปัญหา มีข้ันตอนการศึกษาดังนี้ 

1.5.1  ศึกษาคุณสมบัติของวัสดุที่แบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิงเส้น 
       1.5.2  ศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

1.5.3  ศึกษาวิธียิงเป้า (Shooting Method) และการอินทิเกรตด้วยวิธีรุงเง-คุตตา  
1.5.4  เขียนสมการครอบคลุมของปัญหา (Governing Equation) และกำหนดขอบเขต 

เงื่อนไขที่เหมาะสมในการหาคำตอบ (Boundary Condition) 
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1.5.5  เปรียบเทียบผลการคำนวณเชิงตัวเลขที่ได้จากโปรแกรม MATLAB กับผลของงานวิจัย 
ที่เก่ียวข้อง 
       1.5.6  สรุปผลการศึกษา 

 
1.6  ขอบเขตของการวิจัย 

1.6.1  ไม่พิจารณาผลกระทบที่เกิดจากการยืดหดตามแนวแกน (Axial Deformation) 
       1.6.2  ไม่พิจารณาผลอันเนื่องมาจากการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือน (Shear Deformation) 

1.6.3  พิจารณาเฉพาะหน้าตัดอิลาสติกคาที่เป็นสี่เหลี่ยมเท่านั้น 

 

1.7 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 
1.7.1  ทราบพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของคานที่ทำจากวัสดุไม่เชิงเส้นแบบจำลองของวัสดุ

แบบลุดวิก แบบไบโมดูลัส ที่มีค่าโมดูลัสของวัสดุในช่วงแรงอัดและแรงดึงไม่เท่ากันโดยรับภาระกระทำ
แบบเปลี่ยนแปลงทิศทางตามการเสียรูปของอิลาสติกคา (Follower Load)  ที่ตำแหน่ง 0.25L , 
0.50L  และ 0.75L  

       1.7.2  ทราบผลกระทบของความไร้เชิงเส้นของวัสดุ n  และอัตราส่วนระหว่าง / = c tE E

และขนาดของหน้าตัด =h cb  เมื่อ 1.0c = , 1.5  และ 2.0  ตามลำดับ ที่มีผลต่อพฤติกรรมการแอ่น
ตัวมากของอิลาสติกคาในวัสดุชนิดดังกล่าว  

1.7.3 ทราบผลเปรียบเทียบพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาที่นำเสนอกับ           
อิลาสติกคาในรูปแบบเดียวกันที่ใช้แบบจำลองของวัสดุแบบเชิงเส้น 
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บทที่ 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

 
 ในการศึกษาทฤษฎีและงานวิจัยท่ีเกี่ยวข้องกับการวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ี
ท าจากวัสดุท่ีมีพฤติกรรมไม่เชิงเส้นชนิดไบโมดูลัสนั้น ผู้วิจัยได้ท าการศึกษาค้นคว้าเอกสารและงานวิจัยท่ี
เกี่ยวข้องเกี่ยวกับการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ีท าจากวัสดุท่ีมีพฤติกรรมแบบเชิงเส้นและแบบไม่เชิง
เส้นในรูปแบบของอิลาสติกคายื่นและแบบอิลาสติกคาช่วงเดียว ท่ีรับน้ าหนักบรรทุกแบบต่าง ๆ ไม่ว่าจะ
เป็นภาระกระท าแบบจุด, แบบกระจายสม่ าเสมอและไม่สม่ าเสมอท่ัวท้ังอิลาสติกคาและโมเมนต์กระท าท่ี
ปลายของอิลาสติกคา เป็นต้น เพื่อใช้เป็นแนวทางในการท าวิจัย 
   

2.1  งานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

   ในอดีตท่ีผ่านมางานวิจัยท่ีเกี่ยวข้องกับการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคา  และปัญหาทางอิลา
สติคคา ได้มีผู้ท าการศึกษาเอาไว้เป็นจ านวนมาก  โดยแบ่งไปตามลักษณะของโครงสร้างท่ีถูกน้ าหนัก
บรรทุกกระท า  และสามารถแบ่งย่อยออกเป็นกลุ่มต่างๆคือ การศึกษาเกี่ยวกับพฤติกรรมการแอ่นตัว
มากของอิลาสติกคา  การวิเคราะห์การโก่งเดาะและหลังการโก่งเดาะของอิลาสติกคา ดังนี้ 

   2.1.1  โครงสร้างท่ีถูกกระท าเป็นอิลาสติกคาช่วงเดียวที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้ 

   สุรพันธ์  บุญเจริญ [1] ได้ท าการศึกษาการวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของอิลาสติกคา โดยวิธีอิ
ลิปติคอินทิกรัล ซึ่งปลายข้างหนึ่งของอิลาสติกคามีจุดรองรับแบบข้อหมุน ส่วนปลายอีกข้างหนึ่งมีจุด
รองรับไร้แรงเสียดทานและอิลาสติกคาสามารถเคล่ือนผ่านได้อย่างอิสระ โดยแบ่งการวิเคราะห์ออกเป็น 
3 วิธี คือ กรณีแรงกระท าท่ีจุดกึ่งกลางอิลาสติกคา กรณีโมเมนต์ดัดกระท าท่ีจุดรองรับแบบข้อหมุน และ 
กรณีโมเมนต์ดัดกระท าท้ังสองปลาย ผลจากการวิเคราะห์ท้ัง 3 กรณีเมื่อเปรียบเทียบกับวิธีการวิเคราะห์
แบบไฟไนท์เอลิเมนต์พบว่าสอดคล้องกันเป็นอย่างดี 

   Chucheepsakul และคณะ [2]  ได้ท าการศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมีความ
ยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้  ภายใต้โมเมนต์ดัดท่ีมีทิศทางตรงข้ามกันกระท าท่ีปลายอิลาสติกคาท้ังสอง
ด้าน  โดยจะพิจารณาการแอ่นตัวของอิลาสติกคาตามการเปล่ียนแปลงของโมเมนต์ดัดท่ีปลายอิลาสติก
คาท้ังสอง  ซึ่งจุดรองรับด้านหนึ่งเป็นแบบหมุนอิสระส่วนอีกด้านหนึ่งเป็นจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน  
ส าหรับกระบวนการวิเคราะห์และหาค าตอบมี 2 วิธี คือ ใช้ระเบียบวิธีการเชิงตัวเลขด้วยวิธีการยิงเป้า  
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และการหาค าตอบแบบแม่นตรงด้วยวิธีอีลิปติคอินทิกรัล  และผลท่ีได้จากการศึกษาในครั้งนี้ปรากฏว่า
ท้ังสองวิธีมีค่าท่ีใกล้เคียงกันมาก 

   Chucheepsakul และคณะ [3]  ได้ท าการศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมีความ
ยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้  ภายใต้โมเมนต์ดัดกระท าท่ีปลายอิลาสติกคา  โดยอิลาสติกคาด้านหนึ่งเป็น
แบบหมุนอิสระ  ส่วนอีกด้านหนึ่งเป็นจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน  โดยใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และวิธี 
อีลิปติคอินทิกรัลในการวิเคราะห์หาค าตอบ  ซึ่งท้ังสองวิธีนี้ใช้ส าหรับหาค่าการแอ่นตัว,  ค่าความยาว
ส่วนโค้ง,  ค่าโมเมนต์  และค่ามุมท่ีเปล่ียนแปลงท่ีจุดรองรับ  ซึ่งผลท่ีได้จากการศึกษาในครั้งนี้ปรากฏว่า
ท้ังสองวิธีมค่ีาท่ีใกล้เคียงกันมาก   และผลจากการวิเคราะห์ด้วยวิธีอีลิปติคอินทิกรัลพบว่าค่าโมเมนต์ค่า
หนึ่งจะสามารถเกิดสภาวะสมดุลได้สองรูปแบบ คือ สภาวะสมดุลแบบมีเสถียรภาพ และแบบไม่มี
เสถียรภาพ 

   จีระพงษ์  เทพพิทักษ์ [4]  ได้ท าการศึกษาการวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมี
ความยาวส่วนโค้งของอิลาสติกคามีค่าไม่คงท่ี เนื่องจากปลายข้างหนึ่งของอิลาสติกคาเป็นจุดรองรับแบบ
ข้อหมุน ส่วนปลายอีกข้างหนึ่งพาดอยู่บนจุดรองรับไร้แรงเสียดทาน เมื่อเกิดการแอ่นตัวมากปลาย       
อิลาสติกคาข้างนี้สามารถเคล่ือนผ่านจุดรองรับได้อย่างอิสระ โดยน้ าหนักบรรทุกท่ีกระท าบนอิลาสติกคา
แบ่งออกเป็น 4 กรณี คือ กรณีน้ าหนักบรรทุกแบบจุดกระท าท่ีต าแหน่งใดๆ กรณีโมเมนต์ดัดกระท าท้ัง
สองปลายในทิศทางตรงกันข้าม กรณีโมเมนต์ดัดกระท าท้ังสองปลายในทิศทางตรงกันข้ามและมีน้ าหนัก
บรรทุกแบบจุดกระท าท่ีต าแหน่งใดๆ และ กรณีโมเมนต์ดัดกระท าท้ังสองปลายในทิศทางเดียวกัน ซึ่งท า
การแก้ปัญหาด้วยวิธีอิลิปติคอินทิกรัล และจากการวิเคราะห์อิลาสติกคาเมื่ออยู่ภายใต้น้ าหนักบรรทุก
ดังกล่าวข้างต้นสามารถหาค่าน้ าหนักบรรทุกวิกฤติและต าแหน่งสมดุลสถิตแบบเสถียรภาพและแบบไร้
เสถียรภาพของอิลาสติกคาได้ 

   Wang และคณะ [5] ได้ท าการศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโค้ง
แปรเปล่ียนได้ภายใต้น้ าหนักบรรทุกแบบจุดกระท า  ณ ต าแหน่งใด ๆ ตามแนวแกนราบของอิลาสติกคา  
โดยท่ีอิลาสติกคามีจุดรองรับด้านหนึ่งเป็นแบบยึดหมุนด้วยสปริงต้านทางการหมุน  ส่วนอีกด้านหนึ่งเป็น
จุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน   โดยท าการวิเคราะห์และหาค าตอบของค่าการแอ่นตัว, ค่าโมเมนต์ และ
ค่าของมุมท่ีเปล่ียนแปลงท่ีจุดรองรับด้วยวิธีการยิงเป้าและวิธีอีลิปติคอินทิกรัล  ซึ่งผลท่ีได้จากสองวิธี
ดังกล่าวมีค่าท่ีใกล้เคียงกันมาก  

   ทินกร  มนต์ประภัสสร [6]  ได้ท าการศึกษาการวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมี
ความยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้  โดยค านึงถึงผลของการยึดรั้งและความเสียดทานของท่ีรองรับและผล
ของแรงเฉือน  ในงานวิจัยดังกล่าวท าการศึกษาสภาวะการรับแรง 3 กรณี คือ กรณีโมเมนต์ดัดกระท าท้ัง
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สองปลายในทิศทางตรงกันข้าม กรณีโมเมนต์ดัดกระท าท้ังสองปลายในทิศทางเดียวกัน  และ กรณี
น้ าหนักบรรทุกแบบจุดกระท าท่ีต าแหน่งใดๆ  โดยอิลาสติกคาท้ัง 3 ประเภทนี้มีจุดรองรับแบบข้อหมุน
ยึดด้วยสปริงต้านการหมุนแบบยืดหยุ่นเชิงเส้นท่ีปลายข้างหนึ่ง  ส่วนปลายอิลาสติกคาอีกข้างหนึ่งพาด
อยู่บนจุดรองรับแบบมีแรงเสียดทาน ส าหรับวิธีท่ีผู้ท าการศึกษาใช้วิเคราะห์และหาค าตอบมี 2 วิธี คือ 
วิธีการยิงเป้า และวิธีอิลิปติคอินทิกรัล   

   Chucheepsakul และคณะ [7]  ได้ท าการศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมีความ
ยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้  ภายใต้โมเมนต์ดัดกระท าท่ีปลายอิลาสติกคาในทิศทางเดียวกัน โดยหา
ค าตอบด้วยวิธีการยิงเป้าและวิธีอิลิปติคอินทิกรัล จากผลการวิเคราะห์พบว่าเมื่อค่าสัดส่วนระหว่าง
โมเมนต์ดัดท่ีปลายพาดผ่านจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน   มีค่าเพิ่มขึ้น ค่าโมเมนต์วิกฤติก็จะมีค่า
เพิ่มขึ้น 

   บุญชัย  ผ้ึงไผ่งาม [8]  ได้ท าการศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโค้ง
แปรเปล่ียนได้ภายใต้น้ าหนักบรรทุกเอียงท่ีมีการเปล่ียนแปลงทิศทางตามการเสียรูปของอิลาสติกคา โดย
ท่ีปลายด้านหนึ่งของอิลาสติกคาเป็นจุดรองรับแบบหมุน ในขณะท่ีปลายอีกด้านหนึ่งของอิลาสติกคายอม
ให้มีการเคล่ือนท่ีได้อย่างอิสระบนจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน เมื่อเกิดการเสียรูปความยาวส่วนโค้ง
ท้ังหมดของอิลาสติกคามีค่าท่ีไม่คงท่ี โดยหาค าตอบด้วยวิธีอิลิปติคอินทิกรัลและวิธีการยิงเป้า ซึ่งท้ังสอง
วิธีให้ผลท่ีใกล้เคียงกันมาก  

   Phungpaingam และคณะ [9]  ได้ศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาอย่างง่ายท่ีมีความ
ยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้ภายใต้น้ าหนักบรรทุกท่ีเปล่ียนแปลงตามการเสียรูปของอิลาสติกคา โดยการ
หาค าตอบด้วยวิธียิงเป้าและวิธีอิลิปติคอินทิกรัล จากผลการวิเคราะห์พบว่าค่าโมเมนต์ดัดสูงสุดมีค่า
เท่ากับ 8.422 

   Pulngern และคณะ [10]  ได้ศึกษาการแอ่นตัวของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโค้ง
แปรเปล่ียนได้ภายใต้น้ าหนักตัวเองกระจายอย่างสม่ าเสมอ โดยการหาค าตอบนั้นมีท้ังหมด 3 วิธี คือ วิธี
ไฟไนต์เอลิเมนต์ วิธีการยิงเป้า และ ทฤษฎีของอิลาสติกคาแบบเชิงเส้น จากผลการวิเคราะห์พบว่าวิธีไฟ
ไนต์เอลิเมนต์และวิธีการยิงเป้ามีค่าการแอ่นตัวท่ีจุดกึ่งกลางอิลาสติกคามากกว่าค่าท่ีได้จากทฤษฎีของอิ
ลาสติกคาแบบเชิงเส้นเมื่อพิจารณาค่าน้ าหนักบรรทุกตัวเองกระจายอย่างสม่ าเสมอต้ังแต่ 2.0 ขึ้นไป 

   Athisakul และคณะ [11]  ได้ศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโค้ง
แปรเปล่ียนได้ภายใต้น้ าหนักบรรทุกตัวเองกระจายอย่างสม่ าเสมอ โดยหาค าตอบด้วยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์
และวิธีการยิงเป้า จากการวิเคราะห์ผลพบว่าการยกหรือลดระดับของจุดรองรับมีผลต่อค่าน้ าหนักตัวเอง
กระจายอย่างสม่ าเสมอ เมื่อยกระดับจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทานค่าน้ าหนักตัวเองกระจายอย่าง
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สม่ าเสมอ ณ สภาวะวิกฤติมีค่าเพิ่มขึ้น และหากลดระดับจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทานค่าน้ าหนักตัวเอง
กระจายอย่างสม่ าเสมอ ณ สภาวะวิกฤติมีค่าลดลง 

 
2.1.1  การศึกษาปัญหาการแอ่นตัวมากของโครงสร้างท่ีท าจากวัสดุท่ีมีพฤติกรรมไม่เชิงเส้น 

จากงานวิจัยดังกล่าวข้างต้นล้วนแต่เป็นการศึกษาพฤติกรรมของ อิลาสติกคาทีมีความยาวส่วน
โค้งแปรเปล่ียนได้ท่ีมีพฤติกรรมแบบเชิงเส้น แต่ในปัจจุบันมี วัสดุจ านวนมากท่ีความสัมพันธ์ระหว่าง
ความเค้นและความเครียดไม่เป็นแบบเชิงเส้น ดังนั้นสมมุติฐานข้างต้นจึงไม่เหมาะสมส าหรับอิลาสติกคา
ท่ีท าจากวัสดุเหล่านี้ 

นฤพนธ์  ศิลาภากุล [12]  ได้ศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ีท าจากวัสดุแบบไม่เป็นเชิง
เส้น โดยท าการศึกษาสภาวะการรับแรงอยู่ 3 ประเภท คือ น้ าหนักบรรทุกกระท าแบบจุดท่ีกระท าท่ี
ต าแหน่งใดๆในแนวตั้งฉากกับแนวราบไม่เปล่ียนแปลงตามการเสียรูป น้ าหนักบรรทุกกระท าแบบแรงอัด
ท่ีปลายอิลาสติกคา มีทิศทางเปล่ียนแปลงตามการเสียรูป และ น้ าหนักบรรทุกกระท าท่ีเป็นแรงอัด
กระท าท่ีปลายอิลาสติกคา ไม่เปล่ียนแปลงตามการเสียรูป โดยหาค าตอบด้วยวิธียิงเป้า จากผลการ
วิเคราะห์พบว่าอิลาสติกคาท่ีมีค่าคงท่ีของวัสดุประเภทลุดวิก  n  ท่ีมีค่ามากอิลาสติกคาจะแอ่นตัว
มากกว่า อิลาสติกคาทีมีค่าคงท่ีของวัสดุประเภทลุดวิก  n  ท่ีมีค่าน้อย เมื่อพิจารณาท่ีค่าน้ าหนัก
บรรทุกท่ีเท่ากันและแบบจ าลองเดียวกัน 

   กฤษณะชัย  จันทรกอง [13]  ได้ท าการศึกษาการวิเคราะห์การแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมี
ความยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้วัสดุมีคุณสมบัติแบบไม่เป็นเชิงเส้น ภายใต้น้ าหนักบรรทุกแบบต่างๆ อิ
ลาสติกคามีจุดรองรับเป็นจุดยึดหมุนท่ีปลายข้างหนึ่ง ส่วนปลายอิลาสติกคาอีกข้างจะพาดผ่านจุดรองรับ
ท่ีไม่มีแรงเสียดทาน ความยาวช่วงของอิลาสติกคาจะมีค่าคงท่ี ส่วนความยาวส่วนโค้งของ          อิลา
สติกคาจะแปรเปล่ียนตามน้ าหนักท่ีมากระท าต่ออิลาสติกคา การศึกษาในครั้งนี้ พิจาณาน้ าหนักบรรทุก
ท่ีมากระท าต่ออิลาสติกคาท้ังหมด 3 ลักษณะ คือ ภายใต้น้ าหนักบรรทุกตัวเองกระจายอย่างสม่ าเสมอ 
ภายใต้โมเมนต์ดัดท่ีมีทิศทางการดัดตรงข้ามกัน และ ภายใต้โมเมนต์ดัดท่ีมีทิศทางการดัดทางเดียวกัน 
โดยใช้ระเบียบวิธีการยิงเป้าในการหาค าตอบเชิงตัวเลข 

SHATNAWI และคณะ [14] ได้ท าการศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคายื่นท่ีท าจากวัสดุ
ประเภทไบโมดูลัสท่ีถูกกระท าด้วยโมเมนต์ดัดท่ีปลายของอิลาสติกคา โดยก าหนดอัตราส่วนระหว่าง 

/t cE E = 2 ท่ีค่าคงท่ี n = 0.85, 0.90, 1.00, 1.25 และ 1.5 ตามล าดับ โดยใช้โปรแกรม ADINA ใน
การค าตอบเชิงตัวเลขในการวิเคราะห์การเคล่ือนตัวในแนวราบและแนวดิ่ง พบว่าพารามิเตอร์ใช้ในการ
วิเคราะห์มีผลต่อการเคล่ือนตัวของโครงสร้าง 
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 Brojan และคณะ [15]  ได้ท าการศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคายื่นแบบ non-
prismatic แบบไม่เชิงเส้นท่ีท าจากวัสดุประเภท Bi-modulus ประเภท Generalized Ludwic ท่ีถูก
น้ าหนักบรรทุกแบบกระจายตัวไม่สม่ าเสมอและแรงกระท าแบบจุดท่ีปลายอิลาสติกคา โดยศึกษา
แบบจ าลอง 2 รูปแบบคือแบบ Trapezoidal และ อิลาสติกคาแบบแบน โดยก าหนดคุณสมบัติของวัสดุ
ท้ังสองเหมือนกันคือ ค่า

tE = 1.73 MPa , cE =5.32 MPa ค่าคงท่ีของวัสดุ 1.619 n  ส าหรับส่วนรับ
แรงดึง และ 1.216 m  ส าหรับส่วนรับแรงอัด และ =0.001oT oC  เพื่อท าการวิเคราะห์หา
ต าแหน่งการเคล่ือนตัวแนวแกน x  และ y และเปรียบเทียบผลการเวิเคราะห์ด้วยเครื่อง Zwick/Roell 
Z050 พบว่ามีความสอดคล้องกัน 
 

Borboni และคณะ [16] ได้ท าการศึกษา การแอ่นตัวมากของอิลาสติกคายื่นท่ีท าจากวัสดุไม่
เชิงเส้นชนิดลุดวิก ท่ีรับภาระกระท าตามแนวราบและแนวดิ่งและแรงบิดท่ีปลายอิลาสติกคา เพื่อท าการ
วิเคราะห์ระยะการแอ่นตัวในแนวราบและแนวดิ่ง ในวัสดุไม่เชิงเส้นได้แก่ annealed Copper  ภายใต้
เงื่อนไขในการรับแรงแบบต่าง ๆ โดยใช้ซอฟแวร์ ABACUS/CAE® ช่วยในการวิเคราะห์ เพื่อท่ีจะ
ตรวจสอบผลกระทบของพฤติกรรมการใช้วัสดุท่ีเกิดการเสียรูปเมื่อใช้ชนิดขอบแรงท่ีมีความแตกต่างกัน
กับการเคล่ือนท่ีในแนวราบและแนวด่ิงกับหน้าตัดของวัสดุท่ีปลายอิสระซึ่งผลการศึกษาสามารถใช้
อธิบายพฤติกรรมของวัสดุตัวอย่างได้เป็นอย่างดี 
 

ZHAO และคณะ [17] ได้ท าการศึกษา การหาค าตอบของอิลาสติกคาท่ีท าจากวัสดุประเภท  
ไบโมดูลัสภายใต้ภาระกระท าแบบผสม โดยท าการศึกษาอิลาสติกคายื่นภายใต้เงื่อนไข / 5L h   โดย
ให้ n เป็นอัตราส่วนระหว่าง /p nE E โดยใช้อัตราส่วนอยู่ในช่วงระหว่าง 0.2,1และ 5 ตามล าดับพบว่า
พารามิแตอร์ n  มีผลต่อค่าความคลาดเคล่ือนของค าตอบเป็นอย่างมาก นั่นคือ หากค่าพารามิเตอร์ n  
มีค่าน้อยจะท าให้ค่าความคลาดเคล่ือนท่ีมากกว่าค่า พารามิเตอร์ n  ท่ีมีค่ามากเมื่ออยู่ภายใต้เงื่อนไข
อัตราส่วน /L h  ตามท่ีก าหนด 

 
 ดังนั้นงานวิจัยนี้ จึงท าการศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาช่วงเดียวท่ีมีหน้าตัดรูป
ส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีท าจากวัสดุไม่เชิงเส้นประเภทลุดวิกแบบไบโมดูลัส ท่ีรับภาระกระท าแบบเปล่ียนแปลง
ไปตามการเสียรูปของอิลาสติกคาภายใต้ทฤษฎีท่ีเกี่ยวข้อง[8] และ [14] เพื่อวิเคราะห์ผลของค่า n

อัตราส่วนระหว่าง /c tE E และอัตราส่วนความกว้างต่อความสูงของหน้าตัด  /b h ท่ีต่างกัน ท่ีมีผล
ต่ออิลาสติกคา 
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2.2 ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดและความโค้ง 

 ทฤษฎีการแอ่นตัวซึ่งโดยท่ัวไปจะพิจารณาภายใต้ข้อจ ากัดการแอ่นตัวท่ีมีค่าน้อยเป็นท่ีรู้จัก
กันในช่ือสมการของออยเลอร์และเบอร์นูลล่ี (Euler - Bernoulli) 2 2/ /d y dx M EI  เมื่อพิจารณา
การแอ่นตัวมากจึงจ าเป็นต้องพิจารณาสมการท่ีเหมาะสม  โดยเรียกทฤษฎีดังกล่าวว่าทฤษฎีอิลาสติกคา 
(Elastica Theory) ซึ่งสามารถเขียนสมการอนุพันธ์ท่ีอธิบายถึงความสัมพันธ์ระหว่างการแอ่นตัวต่อแรง
ท่ีกระท า (ในรูปของโมเมนต์ดัด) ได้ดังนี้   

                          1d M

ds EI




       (2.1)  

   เมือ่ M  คือ โมเมนต์ดัด 
  I    คือ โมเมนต์ของความเฉื่อยของหน้าตัด 
  E   คือ ค่าโมดูลัสความยืดหยุ่นของวัสดุ 
     คือ รัศมีความโค้งของระนาบสะเทินของอิลาสติกคา 

 ส าหรับอิลาสติกคาท่ีมีค่า M  เปล่ียนไปตามความยาวของอิลาสติกคา ยังคงถือว่าสมการ
ข้างต้นใช้ได้ส าหรับทุกส่วนของอิลาสติกคา โดยท่ี   จะเปล่ียนไปตามค่าของ M   ของแต่ละหน้าตัด   
อิลาสติกคาดังแสดงในรูปท่ี 2.1 และรัศมีความโค้งของส่วน 1S  และ 2S จะมีค่าเท่ากับ1/ /M EI     
และ 2

21/ /M EI   ตามล าดับ  ซึ่งเส้นโค้งของระนาบสะเทินของอิลาสติกคาท่ีเปล่ียนรูปไปจาก
เส้นตรงเดิมก่อนการรับน้ าหนักบรรทุกนี้เรียกว่า “เส้นโค้งยืดหยุ่นหรือเส้นโก่ง” ของอิลาสติกคา ดังรูปท่ี 
2.1 
 
 
 

 

 
 

 
 
 

รูปที่ 2.1  ความสัมพันธ์ของเส้นโค้งยืดหยุ่นและโมเมนต์ดัดของอิลาสติกคา 

2M  

1M  

2

2

1 M

EI
  

1

1

1 M

EI
  

tS  

tS  
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 พิจารณาเส้นโค้งยืดหยุ่นของอิลาสติกคาใดๆในรูปท่ี 2.2  โดยสมมุติให้ระนาบสะเทินของ    
อิลาสติกคาก่อนรับน้ าหนักบรรทุกเป็นแกน x  และแกน y  มีค่าเป็นบวกในทิศทางลงและ ds  เป็น
ส่วนเล็กๆบนเส้นโค้งยืดหยุ่นซึ่งมีปลายด้านซ้ายห่างจากจุด O  เป็นระยะ x  และมีความยาวตาม
แนวแกน  x ds  โดยถือว่า ds  เป็นส่วนโค้งของวงกลมท่ีมีรัศมีความโค้ง   จุดศูนย์กลางท่ี C   และ
มุม ds  ท ากับจุดศูนย์กลางเท่ากับ d  เท่ากับมุมท่ีเส้นสัมผัสท่ีปลายท้ังสอง ( A  และ B  ) ของ ds  ตัด
กัน  ถ้า A  และ B  เท่ากับมุมท่ีเส้นสัมผัสของเส้นโค้งยืดหยุ่นท่ี A  และ B  (ท ากับแกน x  ) ตามล าดับ 
จึงเรียก A และ B  ว่าความลาด (Slope) ของอิลาสติกคาท่ีจุด A  และ B  

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
รูปที่ 2.2  รูปร่างของอิลาสติกคาเมื่อเกิดการเสียรูป (ลักษณะการโก่งตัวของอิลาสติกคา) 

 

 เมื่อ AB d   มุมท่ีเปล่ียนไปหรือความลาดท่ีเปล่ียนไประหว่างจุด A  และ B  

 ของอิลาสติกคาดังนั้นจากรูปท่ี 2.2 จะได้สมการ   

  
d  

  

x  
dx  

x  

y  

ds  

d  

C  
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ds d                                                  (2.2) 
 หรือจัดรูปสมการใหม่เป็น 

1d

ds




                                                     (2.3) 

 และจากสมการความโค้งเว้าจากหลักทางคณิตศาสตร์ 

                                         

2

2

3/2
2

1

1

d y

dx

dy

dx



  
  
   

               (2.4) 

 โดยสมมติให้อิลาสติกคารับแรงในช่วงยืดหยุ่นมีการโก่งตัวน้อยมาก  (ระยะโก่งมีค่าน้อยมาก

เมื่อเทียบกับความยาวของอิลาสติกคา) ดังนั้นค่า  /dy dx  จะมีค่าน้อย  และค่า  
2

/dy dx  ยิ่งมีค่า
น้อยเมื่อเทียบกับ 1  ท าให้สามารถละท้ิงเทอมก าลังสองได้ 

 ดังนั้นท าให้สมการท่ี (2.4) กลายเป็นสมการอนุพันธ์แบบเชิงเส้นซึ่งเรียกว่าสมการออย์เลอร์ 
แบร์นูล่ี (Euler-Bernoulli) ดังนี้ 

          
2

2

1 M d y

EI dx
                                (2.5) 

 จากรูปท่ี 2.2 เมื่อพิจารณาช้ินส่วนเล็กๆ จะได้ความสัมพันธ์ทางเรขาคณิตของช้ินส่วน ds  
ดังนี้ 

cos
dx

ds
                                                      (2.6ก) 

                            sin
dy

ds
                                                      (2.6ข) 

 โดยท่ี  
  dx  คือ ระยะทางในแนวแกนราบของช้ินส่วนเล็กๆของอิลาสติกคา 
  dy  คือ ระยะการแอ่นตัวของช้ินส่วนเล็กๆของอิลาสติกคา 
  ds  คือ ความยาวส่วนโค้งของช้ินส่วนเล็กๆของอิลาสติกคา 

สมการท่ี (2.1), (2.6ก) และ (2.6ข) ประกอบกันเป็นสมการครอบคลุมปัญหาส าหรับ           
อิลาสติกคา  ซึ่งใช้อธิบายการแอ่นตัวของอิลาสติกคาท่ี จุดใดจุดหนึ่งเท่านั้น  หากต้องการทราบถึง
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พฤติกรรมโดยรวมของ  อิลาสติกคาต้องอินทิเกรตสมการท่ี (2.1), (2.6ก) และ (2.6ข) ให้สอดคล้องกับ
เงื่อนไขขอบเขตของปัญหา ซึ่งในงานวิจัยนี้ใช้วิธีการอินทิเกรตเชิงตัวเลขเพื่อให้สะดวกต่อการค านวณ 

 
2.3 ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดและความโค้งของวัสดุประเภทไบโมดูลัส 

เมื่ออิลาสติกคาท่ีมีท าจากวัสดุประเภทไบโมดูลัสเกิดการแอ่นตัวเนื่องจากน้ าหนักบรรทุก มีผล
ท าให้เกิดโมเมนต์ดัดกระท ากับหน้าตัดอิลาสติกคา มีผลท าให้เกิดการกระจายความเค้นบนหน้าตัด อิลา
สติกคาดังกล่าว แต่การกระจายของหน่วยแรงบนหน้าตัดอิลาสติกคาประเภทนี้จะแตกต่างจากการ
กระจายหน่วยแรงบนหน้าตัดอิลาสติกคาท่ีท าจากวัสดุแบบเชิงเส้น เนื่องจากวัสดุประเภทนี้จะมีค่าคงท่ี
ของวัสดุ ( n ) ท่ีหลากหลายและมีค่าความแตกต่างกันระหว่างโมดูลัสด้านดึง ( tE ) และด้านอัดท่ี ( cE ) 
ซึ่งเป็นไปตามสมการท่ี (2.7ก) และ (2.7ข) โดยลักษณะการกระจายความเค้นบนหน้าตัดอิลาสติกคาได้
แสดงไว้ในรูปท่ี 2.3 
      

   

1/

1/

n

t t t

n

c c c

E

E

 



 

 


 

                                           2.7(ก – ข) 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 
รูปที่ 2.3 ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดและการกระจายความเค้นบนหน้าตัดของอิลาสติกประเภท 

รูปที่ 2.3 ไบโมดูลัส 

d  

2  

1  

d  

b  

h  
1h

 

2h  

h  

2h  

M  

1/n

c c cE   

b  

1h  

1/n

t t tE   

y  

z  

x  
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เมื่ออิลาสติกคาเกิดการเปล่ียนแปลงความยาวจะมีผลให้เกิดความเครียดขึ้นในวัสดุ นั่นคือ
เมื่อการแอ่นตัวมาก d ds  ค่าความเครียด   ท่ีระยะ   จากแนวแกนสะเทินของหน้าตัดสามารถ
แสดงได้ดังนี้ 

                                          d

ds


                                                (2.8) 

                         เมื่อความโค้ง d

ds


                                                      (2.9) 

โดยในวัสดุประเภทไบโมดูลัสท่ีมีความแตกต่างกันของค่าโมดูลัสในด้านดึงและด้านอัด 

ความสัมพันธ์ดังกล่าวได้แสดงไว้ในสมการท่ี (2.9ก) และ (2.9ข) 

t t

c c

  



  




 
 

                 (2.10ก – ข) 

 
แทนสมการ ( 2.10ก) และ (2.10ข) ใน สมการท่ี (2.7ก) และ (2.7ข) นั่นคือ 

n

t t

d
E

ds


 

 
  

 
                         (2.11) 

 
n

c c

d
E

ds


 

 
  

 
                         (2.12) 

  
เมื่อพิจารณาสมการโมเมนต์ดัดท่ีต าแหน่งแนวแกนสะเทิน จะได้ 

 
1 2( ) ( )

0 0

h s h s

t cM dA dA   
                 (2.13) 

 
 แทนค่า  (2.11) , (2.12) และ dA bd  ใน (2.13) จะสังเกตได้ว่าค่าความโค้ง /d ds และ
ระยะ 1h และ 2h เป็นส่วนหนึ่งของความโค้ง s ด้วย 

1/ 1/

(1 2 )/ (1 2 )/

1 2
2 1 2 1

n n

n n n n

t c

n d n d
M bE h bE h

n ds n ds

     
        

                   (2.14) 

 
จากสมการท่ี (2.14) สามารถน าไปสู่การหาต าแหน่งของแนวแกนสะเทินของหน้าตัดอิลาสติก

คาท่ีมีพฤติกรรมไม่เชิงชนิดไบโมดูลัส ต่อไป 



15 
 

บทท่ี 3 
วิธีดำเนินการวิจัย 

 
 เมื่อได้ทำการศึกษาทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวข้องแล้ว ในลำดับต่อไปเพ่ือหาคำตอบของการ
วิเคราะห์ปัญหาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาที่ทำจากวัสดุไม่เชิงเส้นประเภทไบโมดูลัสที่รับภาระ
กระทำที่เปลี่ยนแปลงทิศทางตามการเสียรูปของอิลาสติกคา จึงต้องทำการสร้างสมการครอบคลุมปัญหา
และกำหนดขอบเขตเงื่อนไขที่เหมาะสม โดยสมการครอบคลุมปัญหาประกอบด้วยสมการสมดุล 
ความสัมพันธ์ระหว่างความโค้งและโมเมนต์ และความสัมพันธ์ของรูปร่างทางเรขาคณิต  เพ่ือให้ได้
ผลลัพธ์เชิงตัวเลข งานวิจัยนี้ได้ใช้วิธียิงเป้าโดยการอินทิเกรตเชิ งตัวเลขกับระบบสมการอนุพันธ์  ซึ่ง
ภายหลังจากการอินทิเกรตผลลัพธ์ที่ได้ต้องสอดคล้องกับเงื่อนไขของปัญหา โดยผลการคำนวณที่ได้จะ
ถูกนำมาเรียบเรียงและนำเสนอในรูปแบบของความสัมพันธ์ของพารามิเตอร์ที่สนใจเช่น ความสัมพันธ์
ระหว่างแรงและการเคลื่อนตัว และรูปร่างสมดุล เป็นต้น 
 
3.1 สมมุติฐานในการวิเคราะห์ 
 

งานวิจัยนี้จัดทำขึ้นเพ่ือศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาช่วงเดียวที่ทำจากวัสดุไม่เชิงเส้น
จำพวกลุดวิก ที่มีความแตกต่างกันของค่าโมดูลัสระหว่างส่วนแรงดึงและแรงอัด (

tE และ
tE )  ซ่ึงถูก

กระทำด้วยภาระกระทำแบบติดตาม ณ ตำแหน่ง เท่ากับ 0.25 0.50 และ 0.75 ตามรูปที่ 3.1 โดย
ปลายด้านหนึ่งของอิลาสติกคา ( A  ) วางอยู่บนจุดรองรับแบบหมุนได้อิสระ ส่วนปลายอีกด้านหนึ่ง       
( B ) วางอยู่บนจุดรองรับที่ไร้แรงเสียดทาน โดยปลายทั้งสองข้างของจุดรองรับวางห่างกันเป็นระยะ
เท่ากับ L    

โดยมีสมมติฐานในการวิจัยดังนี้ 
3.1.1  วัสดุอิลาสติกคามีความสม่ำเสมอและเป็นเนื้อเดียวกัน (Homogenous Material) และ

มีคุณสมบัติทางกายภาพเหมือนกันในทุกทิศทาง (Isotropic) ตลอดความยาวของอิลาสติกคา 
3.1.2  อิลาสติกคาไม่มีการยืดหรือหดตัวตามแนวแกนเมื่อรับแรง 
3.1.3  แรงที่กระทำต่ออิลาสติกคาจะเปลี่ยนแปลงทิศทางไปตามการเสียรูปของอิลาสติกคา 
3.1.4  แรงที่กระทำต่ออิลาสติกคาจะยึดติดกับตำแหน่งเดิมเสมอ 
3.1.5  การแอ่นตัวของอิลาสติกคามีค่ามากในขณะที่ความเครียดมีค่าน้อย 
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                                                                      (ก)  
 
 
 

 
 

 
             
                                         
                                                                       (ข) 
 
รูปที่ 3.1  รูปของอิลาสติกคาทดสอบและตำแหน่งของแรงที่กระทำ 
             ก) รูปอิลาสติกคาทดสอบก่อนถูกภาระกระทำ 

   ข) เมื่อรับภาระกระทำแบบติดตาม 
 

เมื่ออิลาสติกคารับภาระกระทำแบบติดตามที่จุด C  อิลาสติกคาจะเกิดการแอ่นตัวดังแสดงใน
รูปที่ 3.2  โดยจุดรองรับ A  และ B  จะเกิดการหมุนเป็นมุม 

A และ 
B  ตามลำดับ ที่จุด C  ที่ถูก

น้ำหนักบรรทุก P  กระทำจะเกิดการเปลี่ยนแปลงทิศทางเป็นมุม 
C  เพ่ือให้แรง P  ยังคงตั้งฉากกับ

แกนของอิลาสติกคาเสมอและยังคงยึดติดอยู่ในตำแหน่งเดิมนั่นคือตำแหน่ง L   มีผลให้ตำแหน่งที่แรง 
P  กระทำเปลี่ยนแปลงตำแหน่งจาก ( , 0L ) เป็นระยะ *x  จากแนวแกน x   (อ้างอิงจากจุด A ) 
และ เป็นระยะ *y  ตามแนวแกน y  โดยที่ความยาวส่วนโค้ง AC  ยังคงมีค่า L  ตามสมมติฐานข้อ 
3.1.4 

P  

A  

B  

L  

L  

C  

P  

L  

L  
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รูปที่ 3.2  รูปร่างของอิลาสติกคาเมื่อเกิดการเสียรูป 

 
3.3 ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดและความโค้ง 

สมการของโมเมนต์ดัดและความโค้งของอิลาสติกคาสามารถสร้างขึ้นจากการพิจารณา
ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดร่วมกับเรขาคณิตของเส้นโค้งในระนาบ  โดยงานวิจัยนี้
ใช้สมบัติของวัสดุไม่เชิงเส้นแบบลุดวิก  โดยที่ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นในด้านที่รับแรงดึงและแรงอัดอาจมีค่าที่
ไม่เท่ากันได้ (Bi-modulus) โดยความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดแบบลุดวิกแสดงได้ดัง
สมการต่อไปนี้ 

1/n

t t tE =      (3.1) 
1/n

c c cE =      (3.2) 
 

เมื่อ   ,t c   คือ  ความเค้นในส่วนของแรงดึงและแรงอัด ตามลำดับ 
                            ,t c    คือ  ความเครียดในส่วนของแรงดึงและแรงอัด ตามลำดับ 
                            ,t cE E  คือ  ค่าโมดูลัสในส่วนของแรงดึงและแรงอัด ตามลำดับ 
              n   คือ  ค่าคงของวัสดุ 
 ค่า n  จะบ่งบอกสถานะของวัสดุ กล่าวคือ หากค่า 1n   วัสดุจะมีความ อ่อน (soft) นั่นคือจะ
ทำให้ค่าสตริฟเนทของค่าวัสดุมีค่าลดลง ( /d d  ) ในทางกลับกันหาก 1n  วัสดุจะมีความแข็ง 
(hard) นั่นคือจะทำให้ค่าสตริฟเนทของวัสดุมีค่าเพ่ิมข้ึน  ( /d d  ) และความสัมพันธ์ของความเค้น

P  

L  

A  

B  

C  

C
 A

 

B

 

tS

 

L  
C

 

*x  
*y
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และความเครียดจะมีความเป็นเชิงเส้นเมื่อ 1n = ซึ่งเป็นไปตามกฎของฮุก โดยความสัมพันธ์ดังกล่าวถูก
แสดงดังรูปที่ 3.3 
 
 
 
 
 

E

   

 
 
 

 
  
  
รูปที่ 3.3 ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดของวัสดุประเภทลุดวิก 
 
 
3.4  สมการครอบคลุมปัญหาและเงื่อนไขขอบเขต 
 

พิจารณาอิลาสติกคาช่วงเดียวที่ทำจากวัสดุไม่เชิงเส้นจำพวกลุดวิกประเภทไบโมดูลัสที่มี
พ้ืนที่หน้าตัดรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีความกว้าง b  และสูง h   เนื่องจากวัสดุเป็นประเภทไบโมดูลัสจึง
ความแตกต่างกันของค่าโมดูลัสระหว่างส่วนแรงดึงและแรงอัด (

tE  และ 
cE ) ทำให้หน้าตัดของอิลาสติก

คาถูกแบ่งออกเป็นสองส่วน นั่นคือส่วนรับแรงอัดและแรงดึง ทำให้ค่าความสูงของ อิลาสติกคาแบ่ง
ออกเป็น 

1h และ
2h  ดังแสดงในรูปที่ 2.3  โดยอิลาสติกคาดังกล่าวถูกกระทำด้วยภาระกระทำแบบ

ติดตาม (Follower Load) ณ ตำแหน่ง  ที่ 0.25, 0.50 และ 0.75 ตามรูปที่ 3.1(ก) โดยปลายด้าน
หนึ่งของอิลาสติกคา( A ) วางอยู่บนจุดรองรับแบบหมุนได้อิสระ ส่วนปลายอีกด้านหนึ่ง ( B ) วางอยู่บน
จุดรองรับที่ไร้แรงเสียดทาน โดยปลายทั้งสองข้างของจุดรองรับวางห่างกันเป็นระยะเท่ากับ L   
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รูปที่3.4  รูปอิสระแทนแรงเพ่ือใช้ในการวิเคราะห์ 
 

พิจารณารูปที่ 3.4 โดยสมดุลของโมเมนต์รอบจุด A  
0AM =   จะได้ขนาดของ 

BR  ดังสมการที่  (3.3) 

     ( *cos *sin )
cos

B C C

B

P
R x y

L
 


= +        (3.3) 

 
พิจารณาสมดุลของแรงในแนวแกน y  ; 0yF =  จะได้ 

cos cos 0B B A CR V P + − =       (3.4) 
 แทนค่า 

BR จากสมการที่ (3.3) ในสมการที่ (3.4)  จะได้                                                 

                                      (x*cos *sin )
cos C C

A C

y
V P

L

 


+ 
= − 

 
    (3.5) 

พิจารณาสมดุลของแรงในแนวแกน x  ; 0xF =  จะได้ 
                                          sin sin 0A B B CH R P + − =       (3.6) 

แทนค่า BR ใน สมการที่ (3.6) จะได้ 

 

                         (x*cos *sin )
sin tan C C

A c B

y
H P

L

 
 

+ 
= − 

 
      (3.7 

C

 

*y  

*x  

L  

BR  

B  

AH  

AV  

s L=  
C  

B  

A  
A  C

 

P  

B  
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พิจารณาผังวัตถุอิสระของอิลาสติกคาดังรูปที่ 3.5 โดยใช้สมดุลของโมเมนต์ เพ่ือหาสมการของ
โมเมนต์ที่ตำแหน่งใด ๆ ดังนี้ 
พิจารณาช่วง s L  
 

 

 
 

 
 
 
                 
รูปที่ 3.5 ผังวัตถุอิสระของชิ้นส่วนอิลาสติกคาย่อยในช่วง s L  
 

1 ( ) ( )A AM H y V x= +                        (3.8) 
แทนค่า  

AH  และ  
AV  ในสมการที่ (3.8) จะได้ความสัมพันธ์ดังสมการที่ (3.9) 

 

1

(x*cos *sin ) (x*cos *sin )
sin tan ( ) cos ( )

L

C C C C
c B C

y y
M P y x

L

   
  

 + +    
= − + −    

    

                  (3.9) 
พิจารณาช่วง s L  

 
 

 
 

 
 
 
รูปที ่3.6 ผังวัตถุอิสระของชิ้นส่วนอิลาสติกคาย่อยในช่วง s L  

x  

y  

A  

AH  

AV  

1M  

x  
*x  

y  

*y  

C

 
L  

2M  

A  A  

P  
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เขียนความสัมพันธ์ของ 
2M  จะได้ 

 

2 ( ) ( ) cos ( *) sin ( *)A A c cM H y V x P x x P y y = + − − − −              (3.10) 
 

   แทนค่า 
AH และ 

AV  จะได้ 
 

2

tan (x*cos *sin ) (x*cos *sin )
sin ( ) cos ( )

L

 -cos ( *) sin ( *)

B C C C C
c C

c c

y y
y x

M P L

x x y y

    
 

 

 + +    
− + −    =     

 − − − 

                     (3.11) 
 

3.5 ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนตด์ัดและความโค้งของวัสดุประเภทไบโมดลูัส 
 

ความสัมพันธ์ของโมเมนต์ดัด ณ ตำแหน่งต่าง ๆ บนหน้าตัดอิลาสติกคาของวัสดุประเภทไบ
โมดูลัสสามารถแสดงได้ดังนี้ 
 

M ydA=                (3.12) 
 

เนื่องจากวัสดุที่ใช้ในงานวิจัย เป็นวัสดุที่มีความแตกต่างระหว่างความเค้นและความเครียด
ความสัมพันธ์ของโมเมนต์บนหน้าตัดใด ๆ สามารถเขียนได้ดังนี้ 

 
                             1 2t cM dA dA   = +             (3.13) 
 

 พิจารณาหน้าดัดอิลาสติกคาดังแสดงในรูปที่ 2.3  หาค่าโมเมนต์ดัดของหน้าตัดรอบแกน z โดย
การแทนค่าพารามิเตอร์ต่าง ๆ ในสมการที่ (3.14) จะได้ 
 

                                      ( ) ( )
1 2

1/ 1/

1 2

0 0

h h

n n

t t c cM E b d E b d     =  +                     (3.14) 

 
ค่าความเครียดของวัสดุที่ไม่เชิงเส้นชนิดไบโมดูลัส สามารถแสดงได้ดังนี้ 
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                                       y d
y y

ds


 


= = =  เมื่อ d

ds


 =                       (3.15) 

  
สำหรับความเครียดของวัสดุประเภทไบโมดูลัส จะมีความสัมพันธ์ในส่วนของแรงอัดและแรงดีง 

ดังสมการที่ (3.16ก) และ (3.16ข) จะได้ 
 

                                       
t t

c c

  



  

=


= 
 =

              

  
แทนค่าสมการ (3.16ก) และ (3.16ข) ในสมการที่ (3.14) 

 

                ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1/ 1/

1 1 2 2

0 0

h h
n n

t cM E b d E b d       =  +                 (3.17) 

                
1/ 1/

(2 1)/ (2 1)/

1 2
2 1 2 1

n n

n n n n

t c

n d n d
M bE h bE h

n ds n ds

 + +   
= +   + +   

                (3.18) 

 

               
(2 1)/ (2 1)/

1 2
2 1 2 1

n

n

n n n n

t c

d M

ds n n
bE h bE h

n n



+ +

=
 

+ 
+ + 

            (3.19) 

 
 การหาตำแหน่งของแนวแกนสะเทินในกรณีนี้จะแสดงในรูปของความสูงของ 

1h และ 
2h  โดย

สามารถพิจารณาได้จากสมดุลของแรงตามแนวแกน x  บนหน้าตัด ดังแสดงในรูปที่ 2.3 
 
                                                0dA =              (3.20) 
 

จากรูปที่ 2.3 แทนค่าตัวแปรตัวแปรต่าง ๆ และทำการอินทิเกรทตลอดทั้งหน้าตัดจะได้
ความสัมพันธ์ในรูปของความสูง h  ดังนี้ 
                

( 1)/ 1/ ( 1)/ 1/

1 2 0
1 1

n n n n n n

t c

n n
bE h bE h

n n
 + +− =

+ +
                          (3.21) 

 

   (3.16ก) 

   (3.16ข) 
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เนื่องจาก 
1 2h h h= +                   (3.22) 

จัดรูปใหม่ในรูปของความสูง 
2h  จะได้ 

 
           

2 1h h h= −                (3.23) 
 

             แทนค่า 
2h  ในสมการที ่(3.21) จะได้ 

 

            ( 1)/ ( 1)/

1 1( ) 0
1 1

n n n n

t c

n n
E h E h h

n n

+ +− − =
+ +

                          (3.24) 

                                                                                                                                                     

                                                            
1 /( 1)[( / ) 1]n n

t c

h
h

E E +
=

+
                       (3.25) 

 
                                                            

1h h=                                        (3.26) 
 

                                         เมื่อ  
/( 1)

1

( / ) 1n n

t cE E


+
=

+
                       (3.27) 

 
แทนค่า 

1h ในสมการที่ (3.19) จะได้ 
 

                
(2 1)/ (2 1)/( ) ( )

2 1 2 1

n

n

n n n n

t c

d M

ds n n
bE h bE h h

n n



 + +

=
 

+ − 
+ + 

                  (3.28) 

                            

                
( )(2 1)/ (2 1)/ (2 1)/(1 )

2 1

n

n

n n n n n n

t

d M

ds n
E b h

n



  + + +

=
 

+ − + 

                         (3.29) 

                         
  เมื่อ /c tE E =                   (3.30) 

 จัดรูปสมการที่ (3.29) จะได้ 
 

                            
*

n

t

d M

ds E I

  
=  
 

                 (3.31) 
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เมื่อ ( )* (2 1)/ (2 1)/ (2 1)/(1 )
2 1

n n n n n nn
I b h

n
  + + += + −

+
                                (3.32) 

 
จากสมการที่ (3.32) พบว่าหากค่า  

c tE E=  จะทำให้ค่า 1/ 2 = และ 1 =  ซึ่งมีผลทำให้
สมการที่ (3.32) จัดรูปใหม่ได้ดังสมการที่ (3.33) 

 
(2 1)/ (2 1)/

* (2 1)/ 1 1

2 1 2 2

n n n n

n nn
I b h

n

+ +

+
    

= +     +     

 

 

                    
1/

* (2 1)/1

2 2 1

n n

n n

n

n
I h b I

n

+

+   
= =   

+   
     (3.33) 

  
เมื่อ 

nI  คือโมเมนต์ความเฉื่อยของวัสดุที่มีพฤติกรรมไม่เชิงเส้นชนิดลุดวิก 
 

จากสมการที่ (3.33)  หากพิจารณาคุณสมบัติของวัสดุเป็นแบบเชิงเส้น 1n = จะทำให้ค่า *I

ลดรูปลงได้ตรงกับค่าโมเมนต์ของความเฉื่อยของพ้ืนที่สี่เหลี่ยมผืนผ้าดังสมการที่ (3.34) 
 

               
3

0
12

bh
I =                                                        (3.34) 

เมือ่พิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างความโค้งและความสัมพันธ์ทางเรขาคณิตของชิ้นส่วนย่อย
ของอิลาสติกคาจะได้ความสัมพันธ์ดังนี้ 

 
 

cos
dx

ds
=                                          (3.35)

          

sin
dy

ds
=                                               (3.36) 

รูปที่ 3.7  ความสัมพันธ์ทางเรขาคณิตของชิ้นส่วนเล็ก ๆ ของอิลาสติกคา 
สำหรับการศึกษาในครั้งนี้ค่าต่าง ๆ ที่ใช้ในการคำนวณ จะทำการแปลงให้อยู่ในรูปไร้มิติ เพ่ือ

ความสะดวกในการคำนวณและเปรียบเทียบผล ค่าท่ีทำการแปลงให้เป็นแบบไร้มิติแสดงได้ดังนี้ 

dx  

dy  

ds  

  
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(3.37ก-ค) 

 (3.37ง-ฉ) 

(3.37ช-ฌ) 

(3.37ญ-ฏ) 

 

                                     

*

*

1

1/

*
*0

0 3 14

*

*

n

nn

t n t n

n

n

x y x
x y x

L L L

y b h
y b h

L L L

s PL ML
s P M

L E I E I

I I
I I

L
L

+

+


= = = 


= = =



= = =


= =



              

 

3.5 สมการครอบคลุมปัญหาในตัวแปรไร้มิติ 

สำหรับปัญหาอิลาสติกคาภายใต้ภาระกระทำแบบติดตามสามารถเขียนสมการครอบคลุมปัญหา
หาให้อยู่ในรูปตัวแปรไร้มิติได้โดยอาศัยสมการที่ (3.15), (3.23), (3.27)  และสมการที่ (3.28) ซึ่งทำให้
ระบบสมการครอบคลุมปัญหาในรูปตัวแปรไร้มิติดังนี้ 
 

               
cos

dx

ds
=                 (3.38) 

 

                                       
sin

dy

ds
=                 (3.39) 

 
สำหรับชิ้นส่วนอิลาสติกคาในช่วง s L  
 

              
1 0

*

n

M Id

ds I

  
=  
 

                                  (3.40) 

 
และสำหรับชิ้นส่วนอิลาสติกคาในช่วง s L  

              
2 0

*

n

M Id

ds I

  
=  
 

                                   (3.41) 

 

โดยที่ 
 

 
1

sin ( *cos *sin ) tan ( )

cos ( *cos *sin ) ( )

c C C B

C C C

x y y
M P

x y x

   

  

 − +
=  

+ − +  

                               (3.42) 
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   
2

sin ( *cos *sin ) tan ( ) cos ( *cos *sin ) ( )

 -cos ( *) sin ( *)

c C C B C C C

c c

x y y x y x
M P

x x y y

      

 

 − + + − +
=  

− − − 

                       (3.43) 

           
3

0
12

bh
I =                                                        (3.44) 

 

                    ( )* (2 1)/ (2 1)/ (2 1)/(1 )
2 1

n n n n n nn
I b h

n
  + + += + −

+
                             (3.45) 

3.5  กระบวนการคำนวณปัญหา 
การหาคำตอบของระบบสมการอนุพันธ์ที่อยู่ในรูปของตัวแปรไร้มิติข้างต้นสามารถทำได้โดยใช้

ระเบียบวิธีการยิงเป้า  โดยมีเงื่อนไขของเขต 2 จุด ณ ตำแหน่งปลายทั้งสองของอิลาสติกคาดังนี้ 

เงื่อนไขขอบเขตจุดปลายด้านซ้าย (จุด A ) 

       0s = , 0,  0,  = Ax y  = =                                                (3.46ก-ง) 
เงื่อนไขขอบเขตจุดปลายด้านขวา (จุด B ) 

   1s = , 1,  0,  = Bx y  = =                                                 (3.47ก-ง)  
        
 
,  

                                                 

 

 
 

 
 
 
รูปที่ 3.8 เงื่อนไขขอบเชตของอิลาสติกคช่วงเดียวที่ถูกกระทำด้วยภาระกระทำแบบติดตาม 

 สำหรับขั้นตอนและวิธีการคำนวณด้วยโปรแกรม MATLAB ของแบบจำลองปัญหาข้างต้น มี
ขั้นตอนการศึกษา 

s  

ts  

Undeformed configuration

 

A  

C

 

B

 
P  

C

 

0

0

0

= A

s

x
A

y

 

=


=


=


 

1

1

0

= B

s

x
B

y

 

=


=


=

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;;            3.5.1 กำหนดค่าของตัวแปรควบคุม (Control Variable) ซึ่งในการศึกษานี้จะใช้ความยาว
ส่วนโค้งทั้งหมดของอิลาสติกคา

tS   เป็นตัวแปรควบคุม พร้อมทั้งกำหนดค่าเงื่อนไขของจุดรองรับ  ณ 
ตำแหน่ง 0tS =  และ 1tS =   

    3.5.2 กำหนดค่าเริ่มต้น ระยะ และกำหนดคุณสมบัติวัสดุ n ,b , h ,
tE และ

cE  
    3.5.3 กำหนดค่าความยาวส่วนโค้งท้ังหมดเริ่มต้น

tS  
    3.5.4 ประมาณค่าเริ่มต้นตัวแปรที่ต้องการ ได้แก่ P ,

A ,
B ,

C , *x และ *y เพ่ือใช้เป็นค่า
เริ่มต้นในกระบวนการคำนวณด้วยวิธีการยิงเป้าร่วมกับวิธีอินทริเกรตด้วยวิธีรุงเง -คุตตาอันดับสี่ โดยที่
การอินทิเกรตจะต้องสอดคล้องกับเงือ่นไขขอบเขตที่กำหนดในสมการที่ (3.46ก-ง) และ (3.47ก-ง) ซึ่งได้
ใช้กระบวนการกระทำซ้ำของ นิวตัน-ราฟสันในการปรับแก้ค่าประมาณการเริ่มต้นเพ่ือให้สอดคล้องกับ
เงื่อนไขในสมการที่ (3.48) โดยมีความคลาดเคลื่อนที่ยอมให้ 10-7  

* *, , , , ,

( 1) 1 ( 1) ( )  * *
B C

t t t B c s s s
x y x y

Min x s y s s l x x y y
 

    = = − + = + = − + − + − + −              

     (3.48) 
3.5.5  ภายหลังกระบวนการหาคำตอบโดยวิธีนิวตัน ราฟสัน จะทำการปรับค่าความยาวส่วน

โค้งทั้งหมดเพ่ิมขึ้นเป็น t t ts s s= +  และเริ่มกระบวนการหาคำตอบโดยวิธีนิวตัน -ราฟสันต่อไป 
จนกระท่ังไดค้ำตอบทั้งหมดท่ีอยู่ในช่วงที่สนใจ 
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                                 1 0

*

  
=  
 

n

M Id

d s I
                          2 0

*

  
=  
 

n

M Id

d s I
 

                       cos
dx

ds
=                                sin

dy

ds
=  

                         
 
 

 

รูปที่ 3.9  ขั้นตอนการคำนวณของโปรแกรม MATLAB                                           END 

START 

กำหนดค่าเริ่มต้น 

ระยะ and Ec  
 กำหนดคุณสมบัติวัสดุ n , b , h ,

tE

และ and Ec  
 กำหนดคา่ความยาวส่วนโค้งท้ังหมด

เริ่มต้น and Ec  
 ประมาณค่าเริ่มต้นตัวแปร P ,

A ,
B ,

C , *x และ *y  

 

ป้อนค่า Limitation 

 

ป้อนค่า Increment 

 

         Matlab program starts solving by using  
Shooting method and 4 order Runge–Kutta method. 

          ประมาณค่า  

P ,
A ,

B ,
C , *x และ *x อีกครั้ง   NO 

 
YES 

 
limitationtS    

 
 

t t ts s s= +   
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บทท่ี 4 
ผลการศึกษาและการวิเคราะห ์

 
ในการดำเนินการศึกษาในส่วนนี้ หลังจากท่ีได้ทำการสร้างสมการแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ 

และโปรแกรมเพ่ือใช้ในการวิเคราะห์ผลในการศึกษาผลกระทบของความไร้เชิงเส้นของวัสดุ ที่มีผลต่อ
การแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาช่วงเดียวที่ทำจากวัสดุไม่เชิงเส้นประเภทลุดวิกชนิดไบโมดูลัส ภายใต้
ภาระกระทำแบบติดตาม ซึ่งผลการวิเคราะห์นี้ได้ถูกแสดงได้ในตารางที่ 4. โดยในแต่ละตารางได้แสดงค่า 
P ,

A ,
B ,

C , *x และ *y และ 
tS  สำหรับค่า  = 0.25 0.50 และ 0.75 ที่อัตราส่วน /c tE E = = 

0.50, 1.0 และ 2.0 โดยมีที่ค่าคงที่ n  และอัตราส่วนของหน้าตัดคาน( ( =h cb ) เมื่อ c = 1.0, 1.5 
และ 2.0 ตามลำดับ เป็นตัวแปรสำคัญ 
 

4.1 ตรวจสอบความถูกตอ้งของผลการวิเคราะห์ 

เพ่ือให้เกิดความมั่นใจว่าแบบจำลองทางคณิตศาสตร์และโปรแกรมที่ถูกพัฒนาขึ้นมานั้นมีความ
ถูกต้อง  และสามารถนำมาใช้ในการหาคำตอบเชิงตัวเลขของปัญหาที่กล่าวมาข้างต้น  จำเป็นต้องมีการ
ตรวจสอบความถูกต้องของคำตอบที่ได้  โดยนำไปเปรียบเทียบกับปัญหาการโก่งตัวมากของคานที่มีส่วน
โค้งแปรเปลี่ยนได้ภายใต้น้ำหนักบรรทุกแบบเอียงที่เปลี่ยนแปลงทิศทางตามการเสียรูปของคาน ใน
งานวิจัยของ บุญชัย  ผึ้งไผ่งาม [8] 

จากตารางที่ 4.1 แสดงการเปรียบเทียบผลการวิเคราะห์ปัญหาในกรณีวัสดุแบบเชิงเส้นโดย 
กำหนดค่าพารามิ เตอร์ให้สอดคล้องกับงานวิจัยของบุญชัย ผึ้ งไผ่ งาม [8] กล่าวคือกำหนดให้  
n =1,b h= ,

t cE E= และมุม 0 =  เพ่ื อเปรียบเทียบค่า P ,
A ,

B ,
C , *x และ *y ที่ ตำแหน่ ง      

 = 0.25, 0.50 และ 0.75  ซึ่งได้ค่าใกล้เคียงกันมาก  
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ตารางที่ 4.1 เปรียบเทียบค่า P ,
A ,

B ,
C , *x และ *y  กรณีวัสดุแบบเชิงเส้น 1n = ,b h= ,

t cE E=

และมุม 0 = ที่ตำแหน่ง   = 0.25 กับงานวิจัยของบุญชัยผึ้งไผ่งาม [8] 

  tS or

L   
P  B  

A  *x  *y  

  [8] งานวิจยั [8] งานวิจยั [8] งานวิจยั [8] งานวิจยั [8] งานวิจัย 

 1.010819 4.330123 4.330117 0.1745 0.174500 0.244952 0.244952 0.244365 0.244365 0.052218 0.052218 

 1.044502 7.869458 7.869447 0.349000 0.348999 0.493547 0.493546 0.227096 0.227096 0.10349 0.103490 

 1.104846 9.986967 9.986963 0.523500 0.523499 0.747794 0.747794 0.197377 0.197377 0.152074 0.152074 

 1.198341 10.372048 10.372047 0.698000 0.698001 1.005097 1.005095 0.155032 0.155032 0.194671 0.194671 

0.25 1.333249 9.163918 9.163922 0.872500 0.872500 1.252929 1.252929 0.103042 0.103042 0.226472 0.226472 

 1.515245 6.937883 6.937888 1.047000 1.047000 1.463704 1.463701 0.050605 0.050605 0.243855 0.243855 

 1.738018 4.420526 4.420525 1.221500 1.221500 1.600061 1.600061 0.011713 0.011713 0.249144 0.249144 

 1.975618 2.084838 2.084841 1.396000 1.396000 1.636091 1.636091 0.003257 0.003257 0.249706 0.249706 

 2.188422 0.000188 -0.000365 1.57078 1.570828 1.570807 1.570758 0.007469 0.007480 0.249945 0.249799 

 
ตารางท่ี 4.2 เปรียบเทียบค่า P ,

A ,
B ,

C , *x และ *y  กรณีวัสดุแบบเชิงเส้น 1n = ,b h= ,
t cE E=

และมุม 0 = ที่ตำแหน่ง   = 0.50 กับงานวิจัยของบุญชัยผึ้งไผ่งาม [8] 

  tS or

L  
P  B  

A  *x  *y  

  [8] งานวิจยั [8] งานวิจยั [8] งานวิจยั [8] งานวิจยั [8] งานวิจัย 

 1.008212 2.715067 2.715077 0.174500 0.174501 0.175448 0.175449 0.495883 0.495883 0.058577 0.058577 

 1.03399 4.981246 4.981230 0.349000 0.348999 0.356670 0.356672 0.482819 0.482818 0.119613 0.119614 

 1.081072 6.413938 6.413935 0.523500 0.523501 0.549777 0.549777 0.458461 0.458461 0.185470 0.185470 

 1.156727 6.762584 6.762587 0.698000 0.698001 0.760870 0.760872 0.418294 0.418294 0.257817 0.257819 

0.50 1.272936 5.998357 5.998360 0.872500 0.872500 0.993042 0.993042 0.355591 0.355591 0.335526 0.335526 

 1.444737 4.420040 4.420042 1.047000 1.047000 1.235579 1.235579 0.265928 0.265928 0.409838 0.409838 

 1.676808 2.635556 2.635556 1.221500 1.221500 1.446379 1.446379 0.162919 0.162919 0.463099 0.463099 

 1.941781 1.148200 1.148200 1.396000 1.396000 1.565835 1.565835 0.084819 0.084819 0.487088 0.487088 

 1.008212 2.715067 2.715077 0.174500 0.174501 0.175448 0.175449 0.495883 0.495883 0.058577 0.058577 
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ตารางท่ี 4.3 เปรียบเทียบค่า P ,
A ,

B ,
C , *x และ *y  กรณีวัสดุแบบเชิงเส้น 1n = ,b h= ,

t cE E=

และมุม 0 = ที่ตำแหน่ง   = 0.75 กับงานวิจัยของบุญชัยผึ้งไผ่งาม [8] 
 

  tS or

L  
P  B  

A  *x  *y  

  [8] งานวิจยั [8] งานวิจยั [8] งานวิจยั [8] งานวิจยั [8] งานวิจัย 

 1.005536 3.100351 3.100293 -0.174500 -0.174497 0.125412 0.125409 0.747366 0.747366 0.037962 0.037961 

 1.022994 5.678727 5.678726 -0.349000 -0.349000 0.255601 0.255601 0.739148 0.739148 0.079452 0.079452 

 1.055233 7.311695 7.311699 -0.523500 -0.523501 0.396224 0.396224 0.724202 0.724202 0.128599 0.128599 

 1.108255 7.746291 7.746292 -0.698000 -0.697990 0.554940 0.554939 0.699778 0.699778 0.190910 0.190910 

0.75 1.193895 6.939319 6.939238 -0.872500 -0.872500 0.742907 0.742919 0.659481 0.659478 0.274228 0.274234 

 1.334850 5.099883 5.099626 -1.047000 -1.047000 0.974164 0.974194 0.588826 0.588815 0.388022 0.388037 

 1.564512 2.821907 2.821904 -1.221500 -1.221500 1.245993 1.245993 0.464535 0.464535 0.529376 0.529376 

 1.877661 1.035886 1.035654 -1.396000 -1.396000 1.477404 1.477433 0.302553 0.302527 0.648190 0.648205 

 1.005536 3.100351 3.100293 -0.174500 -0.174497 0.125412 0.125409 0.747366 0.747366 0.037962 0.037961 

 
 
 
4.2  การแอ่นตัวมากของคานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ที่ทำจากวัสดุที่ไม่เชิงเส้น จำพวก
ลุดวิกแบบไบโมดูลัส ภายใต้ภาระกระทำที่เปลี่ยนแปลงทิศทางตามการเสียรูปของคาน 
 

งานวิจัยนี้ได้แสดงการเปรียบเทียบค่าแรงวิกฤตของคานที่มีคุณสมบัติของวัสดุแบบลุดวิก  ดัง
แสดงในตารางที่ 2 เมื่อกำหนดให้ค่า  อยู่ระหว่าง 0.10 – 0.90 ที่ค่า n = 0.85, 1 และ 2 เมื่อ
อัตราส่วนระหว่าง / 0.50, 1 c tE E = และ 2 โดยพิจารณาอัตราส่วนของหน้าตัด b ch=  เมื่อ 

 1, 1.5c = และ 2 เพ่ือแสดงผลกระทบของค่าแรงวิกฤตที่เกิดขึ้นตามเงื่อนไขดังกล่าว พบว่า  ทุกกรณี
จะมีลักษณะคล้ายกัน กล่าวคือ ตำแหน่งที่ใกล้จุดรองรับจะให้ค่า

CRP ที่มากและจะมีขนาดที่ลดลงเมื่อ
ตำแหน่งของ ที่เพ่ิมขึ้น แต่เมื่อตำแหน่ง   ผ่านตำแหน่งวิกฤตไปแล้ว ค่า 

CRP จะมีขนาดเพ่ิมขึ้นจน
กระทั้งมีค่าสูงสุดอีกครั้งที่ตำแหน่ง   ที่เข้าใกล้จุดรองรับด้านขวา แต่ขนาดจะมีของ

CRP จะมีค่าที่
เพ่ิมขึ้นมากหรือน้อยนั้นจะมีปัจจัยของค่า n  และอัตราส่วนของความกว้างต่อความสูงของหน้าตัดเป็น
ปัจจัยสำคัญ โดยผลต่าง ๆ ได้ถูกอธิบายไว้ดังนี 
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ts

P

0.50 =

0.75 =

0.25 =

4.2.1 เส้นโค้งการเบี่ยงเบนของแรง (Load–Deflection Curve)  
เส้นโค้งการเบี่ยงเบนของแรงเป็นการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างผลการทดสอบที่คำนวณได้

(น้ำหนักบรรทุก P  ) และความยาวส่วนโค้ง 
ts  เพ่ือใช้ในการวิเคราะห์หาค่าน้ำหนักบรรทุกวิกฤต

CRP

และความยาวส่วนโค้งวิกฤต ก่อนที่อิลาสติกคาจะเกิดการเสียสมดุลของอิลาสติกคาที่ทำจากวัสดุแบบ 
ลุดวิก ชนิดไบโมดูลัสสามารถรับได ้
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1 เส้นโค้งการเบี่ยงเบนของแรง (Load-Deflection Curve) ที่ตำแหน่ง 0.25,  0.50 = และ                              
                 0.75 =  ที่ค่า 0.85n =  
 

เมื่อนำค่าของ P และ 
ts  ของทุก มาสร้างเป็นกราฟความพันธ์ระหว่างน้ำหนักบรรทุก

บรรทุก P  กับความยาวส่วนโค้ง
ts ซึ่งได้แสดงไว้ในรูปที่ 4.1 จะมีลักษณะคือ ที่เริ่มแรกเมื่อเพ่ิมน้ำหนัก

บรรทุก P ให้กับอิลาสติกคา ค่าของแรง P จะมีค่าเพ่ิมขึ้นเรื่อย ๆ อย่างต่อเนื่องจนกระทั่งถึงจุดสูงสุดที่
มีค่าเท่ากับน้ ำหนักบรรทุกวิกฤต

CRP  โดยจะมีค่า ts ที่จุดสูงสุดที่ ใกล้เคียงกัน นั่นค่าประมาณ           
1.02 – 1.18 โดยจะขึ้นอยู่กับค่า n และตำแหน่งของ นั่นคือ ที่ตำแหน่ง 0.25 =  จะให้ค่านำหนัก
บรรทุกวิกฤตมากกว่าค่าน้ำหนักบรรทุกที่ เกิดขึ้นที่ตำแหน่ง 0.50 = และ 0.75 เนื่องจากที่
ตำแหน่ง 0.25 = นั้นอยู่ใกล้กับจุดรองรับทำให้ค่าน้ำหนักบรรทุกดังกล่าวมีค่ามากซึ่งเป็นผลจากการ
ยึดรั้งบริเวณจุดรองรับ ในทำนองเดียวกัน ที่ตำแหน่ง 0.75 = ก็ได้รับอิทธิพลจากการยึดรั้งจากจุด
รองรับทางด้านขวามือเช่นเดียวกัน ทำให้น้ำหนักบรรทุกท่ีตำแหน่งดังกล่าวมีขนาดเพ่ิมข้ึนเช่นกัน 
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1n 

1n =

1n 

P

ts

หากพิจาณาผลของค่า n  ร่วมด้วยจะพบว่า หากค่า 1n   และตำแหน่งของ ที่มีค่ามาก จะ
ทำให้ค่าของ

ts ที่จุดสูงสุด มีแนวโน้มที่จะเข้าใกล้ 1 จากนั้นค่าของแรง P  จะมีค่าลดลงเรื่อย ๆ อย่าง
ต่อเนื่องจนกระทั่งเข้าใกล้ศูนย์ โดยค่า

ts  จะมีความยาวที่เพ่ิมขึ้นตามค่า n  ดังแสดงในรูปที่ 4.2 โดยค่า
ของแรง P และความยาวส่วนโค้งในแต่ละกรณีได้ถูกแสดงไว้ในตารางที่ 4.4 - 4.12 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 4.2 เส้นโค้งการเบี่ยงเบนของแรง (Load-Deflection Curve) ที่ตำแหน่ง 0.25 =  
 

หากนำขนาดของหน้าตัดมาร่วมในการพิจารณา จะพบว่ากรณีท่ีมีการเพิ่มความสูง h  ในกรณทีี่
อัตราส่วน h b= ที่ค่า n  ใด ๆ ขนาดของแรง P จะมีค่ามากดังแสดงในรูปที่ 4.3 ก แต่หากมีการเพ่ิม
อัตราส่วนดังกล่าวให้มีค่ามากขึ้น จะพบว่า ในกรณีที่ 1n   จะมีผลทำให้น้ำหนักบรรทุก P  มีค่าสูงขึ้น
ดังแสดงในรูปที่ 4.3 ข แต่เมือ่พิจาณากรณีที่ 1n  จะได้ผลในทางตรงกันข้าม ดังแสดงไว้ในรูปที่ 4.3 ค.
ที่เป็นเช่นนี้เนื่องจากอัตราส่วน /c tE E และ ค่า n  ซึ่งมีผลทำให้ค่า *I  มีขนาดลดลงทำให้ในกรณีที่มี
การเพ่ิมอัตราส่วนและค่าคงที่ n  จึงมีผลต่อขนาดของน้ำหนักบรรทุก P  ด้วย โดยค่าน้ำหนักบรรทุก 
P  ในแต่ละกรณีได้ถูกแสดงไว้ในตารางที่ 4.4 - 4.12 
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0.85n =

0.50n =

1n =

h b=

1.5h b=

2h b=

 
(ก) 

 
 
 
 
 

P   
 
 
 
 

                                                                            
                                                                      

                                                                  
tS      

                                                        (ข) 
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h b=

1.5h b=

2h b=

1n =

2n =

3n =

 
 
 

                                                                                                 1n =  
                                                                                                 2n =   
                                                                                                 3n =  
    P                                                                                           h b=       
                                                                                                 1.5h b=   
                                                                                                 2h b=   
 
 
 

                                                                 
tS  

(ค) 
รูปที่ 4.3 ผลกระทบของเส้นโค้งการเบี่ยงเบนของแรง (Load-Deflection Curve) ที่ตำแหน่ง     
           0.25 = ที่ค่ามีการการเปลี่ยนแปลงอัตราส่วน /h b       

    (ก) เมื่ออัตราส่วน h b= ที่ค่า   

    (ข) n =  0.50. 0.85 และ 1.0 ที่ /h b = 1.0, 1.5 และ 2 

 (ค) n =  1.0. 2.0 และ 3.0 ที่ /h b = 1.0, 1.5 และ 2 
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ตารางที่ 4.4 แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง P ,A
,B

,C
, *x และ *y สำหรับ n = 0.85  และอัตราส่วน  

 = 0.50, 1.00 และ 2.00 ที่ตำแหน่ง  =0.25 

  tS  P  
A

 C
 B

 *x  *y  
Remark 

=h b  1.5=h b  2=h b  

0.50 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

n = 
0.85 

1.001010 0.575047 0.617701 0.649870 -0.075086 -0.042463 0.055587 0.249482 -0.015898 1=cE  

1.011010 2.260853 2.428552 2.555026 -0.247380 -0.141465 0.182784 0.244374 -0.052141 2=cE  

1.039010 4.305787 4.625168 4.866038 -0.462772 -0.272573 0.340290 0.230278 -0.096279  

1.180010 6.566011 7.053043 7.420353 -0.959173 -0.637353 0.696872 0.164950 -0.186313  

1.326010 5.862412 6.297255 6.625205 -1.234824 -0.897794 0.902789 0.109163 -0.223491  

1.647010 3.208137 3.446100 3.625567 -1.541683 -1.274332 1.208005 0.030571 -0.247317  

1.799010 2.071695 2.225362 2.341255 -1.598743 -1.378040 1.328278 0.012350 -0.249148  

1.909010 1.303008 1.399658 1.472550 -1.611192 -1.425915 1.414231 0.006149 -0.249540  

2.084010 0.080709 0.086695 0.091210 -1.575820 -1.451409 1.560785 0.009650 -0.249640  

1 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

n = 
0.85 

1.000010 0.055554 0.059675 0.062782 -0.007473 -0.004221 0.005533 0.249995 -0.001583 1=cE  
1.006010 2.343714 2.517558 2.648668 -0.182968 -0.104054 0.135320 0.246923 -0.038653 1=cE  
1.017010 4.154123 4.462253 4.694640 -0.307084 -0.176756 0.226648 0.241327 -0.064546  

1.055010 7.242326 7.779523 8.184666 -0.547521 -0.327665 0.401656 0.222370 -0.113052  

1.573010 5.526982 5.936945 6.246130 -1.496014 -1.207541 1.146327 0.043630 -0.245216  

1.799010 3.011440 3.234813 3.403276 -1.598743 -1.378040 1.328278 0.012350 -0.249148  

2.085010 0.114484 0.114484 0.120447 -1.575375 -1.451343 1.561701 0.009728 -0.249638  

2 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

n = 
0.85 

1.000100 0.296068 0.318028 0.334591 -0.023631 -0.013350 0.017497 0.249949 -0.005006 2=cE  

1.009100 4.070233 4.372141 4.599834 -0.224994 -0.128393 0.166303 0.245347 -0.047464 1=cE  

1.030100 7.630588 8.196584 8.623448 -0.407318 -0.237723 0.299944 0.234729 -0.085096  

1.182100 13.131762 14.105806 14.840411 -0.964162 -0.641630 0.700471 0.164062 -0.187088  

1.372100 10.992536 11.807904 12.422838 -1.299048 -0.966708 0.954947 0.094228 -0.230225  

2.086100 0.130511 0.140192 0.147493 -1.574885 -1.451269 1.562700 0.009814 -0.249636  



51 
 

ตารางที่ 4.5 แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง P ,A
,B

,C
, *x และ *y สำหรับ n = 0.85  และอัตราส่วน  

 = 0.50, 1.00 และ 2.00 ที่ตำแหน่ง  =0.50 

  tS  P  
A

 C
 B

 *x  *y  
Remark 

=h b  1.5=h b  2=h b  

0.50 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

n = 
0.85 

1.002010 0.614503 0.660083 0.694459 -0.088685 -0.000231 0.088578 0.498994 -0.028797 1=cE  

1.017010 2.021523 2.171469 2.284555 -0.257764 -0.005597 0.255218 0.491453 -0.083971 2=cE  

1.066010 3.648995 3.919659 4.123787 -0.506101 -0.040717 0.488146 0.466393 -0.166270  

1.152010 4.230769 4.544585 4.781259 -0.762204 -0.131118 0.707731 0.421225 -0.252426  

1.361010 3.277715 3.520838 3.704197 -1.141128 -0.399942 1.001872 0.310873 -0.375752  

1.949010 0.485228 0.521219 0.548364 -1.563968 -1.045449 1.462375 0.092929 -0.485152  

2.049010 0.151269 0.162489 0.170951 -1.573030 -1.113509 1.535487 0.078583 -0.488992  

1 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

n = 
0.85 

1.001010 0.835895 0.897897 0.944658 -0.075086 -0.042463 0.055587 0.249482 -0.015898 1=cE  

1.009010 2.941979 3.160199 3.324777 -0.223883 -0.127746 0.165485 0.245392 -0.047231 1=cE  

1.022010 4.748262 5.100463 5.366086 -0.348931 -0.201921 0.257304 0.238798 -0.073173  

1.056010 7.293941 7.834967 8.242997 -0.552347 -0.330874 0.405139 0.221880 -0.113994  

1.479010 6.673450 7.168451 7.541771 -1.418610 -1.106232 1.062400 0.064446 -0.240419  

1.900010 1.984060 2.131227 2.242217 -1.611089 -1.422861 1.407129 0.006433 -0.249520  

2.085010 0.114484 0.114484 0.120447 -1.575375 -1.451343 1.561701 0.009728 -0.249638  

2 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

n = 
0.85 

1.001100 0.865550 0.929752 0.978172 -0.065610 -0.000094 0.065567 0.499450 -0.021300 2=cE  

1.009100 2.896314 3.111147 3.273170 -0.188623 -0.002208 0.187614 0.495438 -0.061345 1=cE  

1.023100 4.714909 5.064636 5.328393 -0.300271 -0.008802 0.296283 0.488372 -0.097938  

1.056100 6.910222 7.422786 7.809351 -0.466905 -0.032216 0.452608 0.471509 -0.153170  

1.152100 8.461546 9.089179 9.562527 -0.762423 -0.131224 0.707909 0.421177 -0.252500  

1.786100 2.162752 2.323174 2.444160 -1.512085 -0.904455 1.347939 0.132440 -0.473550  

2.094100 0.005085 0.005462 0.005747 -1.570873 -1.139116 1.570192 0.074927 -0.490127  
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ตารางที่ 4.6 แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง P ,A
,B

,C
, *x และ *y สำหรับ n = 0.85  และอัตราส่วน  

 = 0.50, 1.00 และ 2.00 ที่ตำแหน่ง  =0.75 

  tS  P  
A

 C
 B

 *x  *y  
Remark 

=h b  1.5=h b  2=h b  

0.50 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

n = 
0.85 

1.001010 0.573285 0.615808 0.647879 -0.055608 0.042279 0.075022 0.749508 -0.015936 1=cE  

1.008010 1.850637 1.987907 2.091434 -0.156566 0.116258 0.209741 0.746118 -0.045396 2=cE  

1.024010 3.186135 3.422465 3.600701 -0.270940 0.190578 0.357304 0.738457 -0.080558  

1.111010 4.762029 5.115251 5.381644 -0.581321 0.301533 0.710585 0.697732 -0.192391  

1.262010 3.826805 4.110658 4.324733 -0.888807 0.244292 0.981841 0.624994 -0.329982  

1.542010 1.840818 1.977360 2.080338 -1.250252 0.049719 1.236487 0.477275 -0.514032  

1.908010 0.434455 0.466681 0.490985 -1.511870 0.482464 1.459150 0.293977 -0.651027  

2.062010 0.069210 0.074344 0.078216 -1.564047 0.643438 1.550459 0.235572 -0.681935  

1 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

n = 
0.85 

1.001010 0.833334 0.895146 0.941764 -0.055608 0.042279 0.075022 0.749508 -0.015936 1=cE  
1.007010 2.503483 2.689178 2.829226 -0.146472 0.109130 0.196415 0.746600 -0.042399 1=cE  
1.012010 3.326218 3.572939 3.759012 -0.191690 0.140429 0.255774 0.744192 -0.055942  

1.020010 4.266938 4.583437 4.822134 -0.247372 0.176378 0.327488 0.740362 -0.073104  

1.042010 5.762017 6.189413 6.511746 -0.358213 0.236964 0.464448 0.729948 -0.109301  

1.778010 1.195801 1.284499 1.351393 -1.441797 0.333472 1.383805 0.353929 -0.613916  

2.068010 0.081987 0.088068 0.092655 -1.565398 0.649288 1.554141 0.233634 -0.682895  

2 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

n = 
0.85 

1.000100 0.295977 0.317931 0.334489 -0.017498 0.013345 0.023629 0.749951 -0.005007 2=cE  

1.006100 3.192985 3.429823 3.608442 -0.136638 0.102117 0.183396 0.747040 -0.039493 1=cE  

1.018100 5.601969 6.017493 6.330873 -0.235282 0.168847 0.312064 0.741274 -0.069326  

1.033100 7.274394 7.813970 8.220907 -0.318040 0.216895 0.415802 0.734148 -0.095835  

1.111100 9.524069 10.230514 10.763301 -0.581555 0.301556 0.710821 0.697690 -0.192486  

1.268100 7.552009 8.112177 8.534644 -0.898835 0.239499 0.989550 0.621943 -0.334850  

2.084100 0.044884 0.048213 0.050724 -1.568762 0.664802 1.564083 0.228576 -0.685390  
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ตารางที่ 4.7 แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง P ,A
,B

,C
, *x และ *y สำหรับ n = 1  และอัตราส่วน  

 = 0.50, 1.00 และ 2.00 ที่ตำแหน่ง  =0.25 
 

  tS  P  
A

 C
 B

 *x  *y  
Remark 

=h b  1.5=h b  2=h b  

0.50 

1.000000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 n = 1 

1.004010 1.850402 1.850402 1.850402 -0.149317 -0.085711 0.106548 0.247907 -0.031935 1=cE  

1.020010 3.921187 3.921187 3.921187 -0.332548 -0.194276 0.236392 0.23961 -0.070577 2=tE  

1.037010 5.045685 5.045685 5.045685 -0.450765 -0.268083 0.319236 0.230899 -0.094871  

1.073010 6.317034 6.317034 6.317034 -0.628423 -0.387155 0.442048 0.212846 -0.129898  

1.128010 7.054011 7.054011 7.054011 -0.821846 -0.531229 0.573725 0.186441 -0.16514  

1.168010 7.164805 7.164805 7.164805 -0.932349 -0.621714 0.648553 0.168234 -0.183472  

1.434010 5.446962 5.446962 5.446962 -1.383111 -1.07182 0.97459 0.071551 -0.238418  

1.824010 2.43268 2.43268 2.43268 -1.625195 -1.422575 1.284493 0.003287 -0.249522  

2.188010 0.003186 0.003186 0.003186 -1.571055 -1.481211 1.570393 0.007419 -0.2498  

1 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 n = 1 

1.008010 3.760543 3.760543 3.760543 -0.210878 -0.121591 0.150328 0.245824 -0.045015 1=cE  
1.044010 7.838226 7.838226 7.838226 -0.490859 -0.294014 0.347133 0.227345 -0.102952 1=tE  
1.104010 9.972796 9.972796 9.972796 -0.744948 -0.471914 0.521566 0.197777 -0.151561  

1.198010 10.373436 10.373436 10.373436 -1.004344 -0.684293 0.697488 0.155173 -0.194559  

1.333010 9.166702 9.166702 9.166702 -1.252573 -0.925541 0.872236 0.103124 -0.226434  

1.975010 2.090582 2.090582 2.090582 -1.636133 -1.479236 1.395543 -0.003252 -0.249705  

2.188010 0.004642 0.004642 0.004642 -1.571055 -1.481211 1.570393 0.007419 -0.249800  

2 

1.000000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 n = 1 

1.008010 3.760543 3.760543 3.760543 -0.210878 -0.121591 0.150328 0.245824 -0.045015 2=cE  

1.044010 7.838226 7.838226 7.838226 -0.490859 -0.294014 0.347133 0.227345 -0.102952 1=tE  

1.104010 9.972796 9.972796 9.972796 -0.744948 -0.471914 0.521566 0.197777 -0.151561  

1.198010 10.37344 10.37344 10.37344 -1.004344 -0.684293 0.697488 0.155173 -0.194559  

1.333010 9.166702 9.166702 9.166702 -1.252573 -0.925541 0.872236 0.103124 -0.226434  

1.738010 4.420608 4.420608 4.420608 -1.600058 -1.37145 1.221494 0.011714 -0.249144  

1.975010 2.090582 2.090582 2.090582 -1.636133 -1.479236 1.395543 -0.003252 -0.249705  

2.188010 0.004642 0.004642 0.004642 -1.571055 -1.481211 1.570393 0.007419 -0.2498  
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ตารางที่ 4.8 แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง P ,A ,B ,C , *x และ *y สำหรับ n = 1  และอัตราส่วน  
 = 0.50, 1.00 และ 2.00 ที่ตำแหน่ง  =0.50 
 

  tS  P  A  C  B  *x  
*y  

Remark 

=h b  1.5=h b  2=h b  

0.50 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 1.000000 0.000000 n = 1 

1.000010 0.067240 -0.006124 0.000000 0.006124 0.499995 -0.002041 1.000010 0.067240 1=cE  

1.010010 2.042254 -0.193697 -0.002559 0.192424 0.494978 -0.064692 1.010010 2.042254 2=cE  

1.041010 3.652604 -0.391679 -0.020573 0.381622 0.479226 -0.131493 1.041010 3.652604  

1.073010 4.306828 -0.521925 -0.047376 0.499188 0.462673 -0.175928 1.073010 4.306828  

1.136010 4.656000 -0.709839 -0.113621 0.657367 0.429389 -0.240372 1.136010 4.656000  

1.280010 4.073394 -1.004990 -0.296349 0.881131 0.351786 -0.339401 1.280010 4.073394  

1.595010 2.198558 -1.384696 -0.711160 1.164304 0.196053 -0.448964 1.595010 2.198558  

1.831010 1.178268 -1.530103 -0.968487 1.323605 0.111686 -0.480166 1.831010 1.178268  

2.188010 0.001390 -1.570890 -1.213273 1.570456 0.059158 -0.493625 2.188010 0.001390  

1 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 n = 1 

1.008010 2.683681 2.683681 2.683681 -0.173279 -0.001836 0.172365 0.495984 -0.057851 1=cE  

1.034010 4.982302 4.982302 4.982302 -0.356775 -0.015645 0.349097 0.482808 -0.119649 1=tE  

1.081010 6.412986 6.412986 6.412986 -0.549569 -0.054952 0.523320 0.458493 -0.185398  

1.123010 6.763078 6.763078 6.763078 -0.675633 -0.098887 0.629589 0.436319 -0.228648  

1.273010 5.997705 5.997705 5.997705 -0.993168 -0.286980 0.872591 0.355551 -0.335567  

1.444010 4.426462 4.426462 4.426462 -1.234732 -0.517566 1.046375 0.266290 -0.409599  

1.677010 2.634229 2.634229 2.634229 -1.446516 -0.807849 1.221638 0.162842 -0.463129  

2 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 n = 1 

1.000100 0.425105 0.425105 0.425105 -0.019365 -0.000003 0.019364 0.499950 -0.006455 2=cE  

1.002100 1.932158 1.932158 1.932158 -0.088737 -0.000248 0.088613 0.498949 -0.029591 1=cE  

1.014100 4.768015 4.768015 4.768015 -0.229862 -0.004261 0.227748 0.492917 -0.076829  

1.040100 7.249566 7.249566 7.249566 -0.387321 -0.019910 0.377584 0.479692 -0.130012  

1.139100 9.312999 9.312999 9.312999 -0.717708 -0.117188 0.663694 0.427738 -0.243066  

1.588100 4.467029 4.467029 4.467029 -1.378894 -0.702703 1.159311 0.199024 -0.447567  

2.013100 1.109244 1.109244 1.109244 -1.578279 -1.117646 1.443643 0.072256 -0.489983  

2.188100 0.002198 0.002198 0.002198 -1.570871 -1.213309 1.570527 0.059158 -0.493625  
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ตารางที่ 4.9 แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง P ,A ,B ,C , *x และ *y สำหรับ n = 1  และอัตราส่วน  
 = 0.50, 1.00 และ 2.00 ที่ตำแหน่ง  =0.75 

  tS  P  A  C  B  *x  
*y  

Remark 

=h b  1.5=h b  2=h b  

0.50 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 n = 1 

1.000010 0.093637 0.093637 0.093637 -0.005330 0.004264 0.007462 0.749995 -0.001599 1=cE  

1.006010 2.210360 2.210360 2.210360 -0.130668 0.102412 0.181719 0.747141 -0.039583 2=cE  

1.040010 4.653492 4.653492 4.653492 -0.337194 0.235174 0.452347 0.731234 -0.107324  

1.100010 5.326469 5.326469 5.326469 -0.533355 0.300955 0.675746 0.703586 -0.181989  

1.157010 5.063842 5.063842 5.063842 -0.668506 0.304323 0.807414 0.677037 -0.240089  

1.230010 4.436104 4.436104 4.436104 -0.809021 0.270383 0.926315 0.641923 -0.305697  

1.299010 3.808849 3.808849 3.808849 -0.921475 0.216133 1.010341 0.607322 -0.361272  

1.502010 2.292324 2.292324 2.292324 -1.181783 0.002397 1.180972 0.498897 -0.495843  

2.188010 0.000834 0.000834 0.000834 -1.570763 0.779929 1.570529 0.191283 -0.703569  

1 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 n = 1 

1.005010 2.959064 2.959064 2.959064 -0.119303 0.093824 0.166096 0.747615 -0.036083 1=cE  

1.022010 5.588703 5.588703 5.588703 -0.250071 0.185557 0.341806 0.739608 -0.077622 1=tE  

1.055010 7.305949 7.305949 7.305949 -0.395423 0.261795 0.522557 0.724305 -0.128304  

1.108010 7.747011 7.747011 7.747011 -0.554310 0.303789 0.697348 0.699891 -0.190648  

1.193010 6.950531 6.950531 6.950531 -0.741222 0.291496 0.871071 0.659903 -0.273440  

1.564010 2.825799 2.825799 2.825799 -1.245503 0.077431 1.221188 0.464811 -0.529121  

1.877010 1.038350 1.038350 1.038350 -1.477098 0.458685 1.395654 0.302826 -0.648033  

2.188010 0.001215 0.001215 0.001215 -1.570763 0.779929 1.570529 0.191283 -0.703569  

2 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 n = 1 

1.000010 0.136440 0.136440 0.136440 -0.005330 0.004264 0.007462 0.749995 -0.001599 2=cE  

1.005010 2.959064 2.959064 2.959064 -0.119303 0.093824 0.166096 0.747615 -0.036083 1=cE  

1.012010 4.386655 4.386655 4.386655 -0.184718 0.141837 0.255204 0.744304 -0.056484  

1.098010 7.761752 7.761752 7.761752 -0.527987 0.300094 0.670141 0.704508 -0.179793  

1.202010 6.834603 6.834603 6.834603 -0.758292 0.287008 0.885338 0.655566 -0.281461  

1.399010 4.356334 4.356334 4.356334 -1.060692 0.115847 1.104293 0.554886 -0.432640  

1.748010 1.642160 1.642160 1.642160 -1.398929 0.304414 1.326746 0.366013 -0.608259  

2.188010 0.001215 0.001215 0.001215 -1.570763 0.779929 1.570529 0.191283 -0.703569  
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ตารางที่ 4.10 แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง P ,A ,B ,C , *x และ *y สำหรับ n = 2  และอัตราส่วน  
 = 0.50, 1.00 และ 2.00 ที่ตำแหน่ง  =0.25 

  tS  
P  

A  C  B  *x  
*y  

Remark 

h b=  1.5h b=

 
2h b=  

0.50 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 n = 2 
1.000010 1.163420 1.163420 1.163420 0.949928 0.822662 -0.007454 -0.004472 0.004472 1=cE  
1.005010 5.438958 5.438958 5.438958 4.440890 3.845924 -0.166811 -0.100659 0.099804 2=cE  
1.012010 6.656303 6.656303 6.656303 5.434849 4.706717 -0.258218 -0.157044 0.153895  
1.024010 7.694906 7.694906 7.694906 6.282864 5.441120 -0.364946 -0.224882 0.216094  
1.117010 9.288195 9.288195 9.288195 7.583780 6.567746 -0.800962 -0.539350 0.454012  
1.288010 8.284370 8.284370 8.284370 6.764160 5.857934 -1.228540 -0.931824 0.661601  

1.718010 5.187394 5.187394 5.187394 4.235489 3.668041 -1.728759 -1.536455 0.936680  
2.442010 1.801917 1.801917 1.801917 1.471259 1.274148 -1.788414 -1.740584 1.302405  
2.816010 0.001529 0.001529 0.001529 0.001249 0.001081 -1.571026 -1.560986 1.570557  

1 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 n = 2 

1.000010 1.711934 1.711934 1.711934 1.397788 1.210520 -0.007454 -0.004472 0.004472 1=cE  

1.014010 10.131111 10.131111 10.131111 8.272017 7.163777 -0.278872 -0.169982 0.166022 1=tE  

1.056010 13.000821 13.000821 13.000821 10.615126 9.192969 -0.556568 -0.354451 0.324215  

1.115010 13.666867 13.666867 13.666867 11.158951 9.663935 -0.794225 -0.533906 0.450561  

1.404010 10.805079 10.805079 10.805079 8.822310 7.640345 -1.421096 -1.142316 0.753546  

2.693010 1.000341 1.000341 1.000341 0.816775 0.707348 -1.667520 -1.646899 1.465394  

2.816010 0.002250 0.002250 0.002250 0.001837 0.001591 -1.571026 -1.560986 1.570557  

2 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 n = 2 

1.000100 2.326840 1.899857 2.925216 -0.023570 -0.014144 0.014141 0.249943 -0.005303 2=cE  

1.003100 9.622697 7.856899 6.853106 -0.131223 -0.079013 0.078596 0.248229 -0.029471 1=cE  

1.010100 12.780282 10.435056 9.055339 -0.236811 -0.143719 0.141285 0.244237 -0.052961  

1.084100 18.576391 14.998805 12.990246 -0.680804 -0.445324 0.391387 0.202741 -0.145319  

1.214100 17.220962 14.460619 12.522367 -1.071625 -0.776497 0.587433 0.135071 -0.209329  

1.439100 13.638031 11.544572 9.996912 -1.469201 -1.198641 0.777560 0.041998 -0.245700  

2.445100 3.299316 2.921874 2.529880 -1.787377 -1.739935 1.304179 -0.050819 -0.244757  

2.816100 0.001923 0.002497 0.001360 -1.570941 -1.560908 1.570646 0.000591 -0.249998  
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ตารางที่ 4.11 แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง P ,A ,B ,C , *x และ *y สำหรับ n = 2  และอัตราส่วน  
 = 0.50, 1.00 และ 2.00 ที่ตำแหน่ง  =0.50 

  tS  
P  

A  C  B  *x  
*y  

Remark 

h b=  1.5h b=

 
2h b=  

0.50 

1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 n = 2 

1.00201 0.61450 0.66008 0.69446 -0.08868 -0.00023 0.08858 0.49899 -0.02880 1=cE  
1.01701 2.02152 2.17147 2.28455 -0.25776 -0.00560 0.25522 0.49145 -0.08397 2=cE  
1.06601 3.64900 3.91966 4.12379 -0.50610 -0.04072 0.48815 0.46639 -0.16627  

1.15201 4.23077 4.54459 4.78126 -0.76220 -0.13112 0.70773 0.42122 -0.25243  

1.36101 3.27771 3.52084 3.70420 -1.14113 -0.39994 1.00187 0.31087 -0.37575  

1.58101 2.00756 2.15647 2.26877 -1.38070 -0.68076 1.19800 0.20692 -0.44308  

1.80001 1.02660 1.10275 1.16018 -1.51827 -0.91785 1.35770 0.12835 -0.47488  

1.94901 0.48523 0.52122 0.54836 -1.56397 -1.04545 1.46237 0.09293 -0.48515  

2.04901 0.15127 0.16249 0.17095 -1.57303 -1.11351 1.53549 0.07858 -0.48899  

1 

1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 n = 2 

1.00101 0.83589 0.83589 0.83589 0.89790 0.94466 -0.07509 -0.04246 0.05559 1=cE  
1.00901 2.94198 2.94198 2.94198 3.16020 3.32478 -0.22388 -0.12775 0.16548 1=tE  
1.02201 4.74826 4.74826 4.74826 5.10046 5.36609 -0.34893 -0.20192 0.25730  

1.05601 7.29394 7.29394 7.29394 7.83497 8.24300 -0.55235 -0.33087 0.40514  

1.18001 9.54443 9.54443 9.54443 10.25239 10.78631 -0.95917 -0.63735 0.69687  

1.32001 8.58739 8.58739 8.58739 9.22435 9.70474 -1.22581 -0.88840 0.89566  

1.90001 1.98406 1.98406 1.98406 2.13123 2.24222 -1.61109 -1.42286 1.40713  

2.08501 0.11448 0.11448 0.11448 0.11448 0.12045 -1.57537 -1.45134 1.56170  

2 

1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 n = 2 

1.00110 0.86555 0.92975 0.97817 -0.06561 -0.00009 0.06557 0.49945 -0.02130 2=cE  
1.00910 2.89631 3.11115 3.27317 -0.18862 -0.00221 0.18761 0.49544 -0.06134 1=cE  
1.02310 4.71491 5.06464 5.32839 -0.30027 -0.00880 0.29628 0.48837 -0.09794  

1.05610 6.91022 7.42279 7.80935 -0.46691 -0.03222 0.45261 0.47151 -0.15317  

1.15210 8.46155 9.08918 9.56253 -0.76242 -0.13122 0.70791 0.42118 -0.25250  

1.52010 4.66484 5.01086 5.27181 -1.32589 -0.60616 1.14915 0.23362 -0.42888  

1.78610 2.16275 2.32317 2.44416 -1.51209 -0.90445 1.34794 0.13244 -0.47355  

2.09410 0.00508 0.00546 0.00575 -1.57087 -1.13912 1.57019 0.07493 -0.49013  
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ตารางที่ 4.12 แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง P ,A ,B ,C , *x และ *y สำหรับ n = 2  และอัตราส่วน  
 = 0.50, 1.00 และ 2.00 ที่ตำแหน่ง  =0.75 

  tS  
P  

A  C  B  *x  
*y  

Remark 

h b=  1.5h b=

 
2h b=  

0.50 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 n = 2 

1.001010 0.573285 0.615808 0.647879 -0.055608 0.042279 0.075022 0.749508 -0.015936 1=cE  

1.008010 1.850637 1.987907 2.091434 -0.156566 0.116258 0.209741 0.746118 -0.045396 2=cE  

1.024010 3.186135 3.422465 3.600701 -0.270940 0.190578 0.357304 0.738457 -0.080558  

1.111010 4.762029 5.115251 5.381644 -0.581321 0.301533 0.710585 0.697732 -0.192391  

1.262010 3.826805 4.110658 4.324733 -0.888807 0.244292 0.981841 0.624994 -0.329982  

1.381010 2.874769 3.088004 3.248822 -1.064544 0.133341 1.109737 0.563746 -0.417745  

1.542010 1.840818 1.977360 2.080338 -1.250252 0.049719 1.236487 0.477275 -0.514032  

1.908010 0.434455 0.466681 0.490985 -1.511870 0.482464 1.459150 0.293977 -0.651027  

2.062010 0.069210 0.074344 0.078216 -1.564047 0.643438 1.550459 0.235572 -0.681935  

1 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 n = 2 

1.001010 0.833334 0.833334 0.833334 0.895146 0.941764 -0.055608 0.042279 0.075022 1=cE  

1.007010 2.503483 2.503483 2.503483 2.689178 2.829226 -0.146472 0.109130 0.196415 1=tE  

1.012010 3.326218 3.326218 3.326218 3.572939 3.759012 -0.191690 0.140429 0.255774  

1.020010 4.266938 4.266938 4.266938 4.583437 4.822134 -0.247372 0.176378 0.327488  

1.042010 5.762017 5.762017 5.762017 6.189413 6.511746 -0.358213 0.236964 0.464448  

1.111010 6.922141 6.922141 6.922141 7.435589 7.822821 -0.581321 0.301533 0.710585  

1.778010 1.195801 1.195801 1.195801 1.284499 1.351393 -1.441797 0.333472 1.383805  

2.068010 0.081987 0.081987 0.081987 0.088068 0.092655 -1.565398 0.649288 1.554141  

2 

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 n = 2 

1.000100 0.295977 0.317931 0.334489 -0.017498 0.013345 0.023629 0.749951 -0.005007 2=cE  

1.006100 3.192985 3.429823 3.608442 -0.136638 0.102117 0.183396 0.747040 -0.039493 1=cE  

1.018100 5.601969 6.017493 6.330873 -0.235282 0.168847 0.312064 0.741274 -0.069326  

1.111100 9.524069 10.230514 10.763301 -0.581555 0.301556 0.710821 0.697690 -0.192486  

1.268100 7.552009 8.112177 8.534644 -0.898835 0.239499 0.989550 0.621943 -0.334850  

1.385100 5.689057 6.111042 6.429294 -1.069925 0.129028 1.113462 0.561586 -0.420500  

2.084100 0.044884 0.048213 0.050724 -1.568762 0.664802 1.564083 0.228576 -0.685390  
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4.4 ค่าแรงวิกฤตของคาน 
งานวิจัยนี้ได้แสดงการเปรียบเทียบค่าแรงวิกฤตของคานที่มีคุณสมบัติของวัสดุแบบลุดวิก ชนิด 

ไบโมดูลัส ภายใต้ภาระกระทำแบบติดตาม ณ ตำแหน่ง  ตั้งแต่ 0.10 – 0.90 ได้ผลการทดสอบโดย
พิจารณาเป็นหัวข้อได้ดังนี้ 

4.4.1 กรณีมีการแปรผันของค่า จะพบว่า เมื่อขนาดของ  มีขนาดเพ่ิมขึ้นจะมีผลทำให้ค่า CRP   
มีค่ามากขึ้น 

4.4.2 จากทีได้กล่าวมาแล้วว่าลักษณะของปัญหาที่พิจารณานี้พบ จุดวิกฤตซึ่งภายหลังจากจุด
วิกฤตอิลาสติกคาจะอยู่สภาวะสมดุลแบบไร้ เสถียรภาพซึ่งงานวิจัยนี้ได้แสดงการเปรียบเทียบค่าแรง
วิกฤตของอิลาสติกคาที่มีคุณสมบัติแบบลุดวิก ดังแสดงในตารางที่ 4.13 – 4.15 เมื่อกำหนดให้ค่า   

อยู่ระหว่าง 0.10 – 0.90 ทีค่า n  = 0.85, 1, 2, 3 และ 4 เมือ่ อัตราส่วนระหว่าง / 0.50c tE E =  และ
อัตราส่วนของหน้าตัด b = h  เพ่ือ แสดงผลกระทบของค่าแรงวิกฤตที่ เกิดขึ้นตามเงื่อนไขดังกล่าว 

พบว่า กรณีที่กำหนดให้ค่าคงที 1n   ค่าน้ำหนักบรรทุกวิกฤต CRP  จะมีค่าสูงสุดที่  =0.10 และมี
ค่าลดลงเรื่อย ๆ อย่างต่อเนื่องจนกระทั่งถึง จุดต่ำสุดและหลังจากนั้นค่าน้ำหนักบรรทุกวิกฤตจะมีค่า
เพ่ิมข้ึนอีก เล็กน้อย ในกรณีทีกำหนดค่าคงที่ 1n = ค่าน้ำหนักบรรทุกวิกฤตจะมี ลักษณะคล้ายกับกรณี 

1n  แต่มีค่าเพ่ิมขึ้นเล็กน้อย จากงานวิจัยของ บุญชัย ผึ้งไผ่งาม [8] ได้แสดงค่าน้ำหนักบรรทุกวิกฤต 

กรณี อัตราส่วน  ระหว่าง / 1c tE E = (กรณี  เชิงเส้น) ไว้ที  CRP  = 6.671809 ที  = 0.5651 ใน

งานวิจัยนี้ได้ค่า CRP = 4.59006 ที ่  = 0.585683 อันเนื่องจากผล ของอัตราส่วนระหว่าง /c tE E  ที่
เพ่ิมข้ึนซึ่งมีผลทำให้ค่าแรงวิกฤตที่คำนวณได้มีค่าลดลงโดยตำแหน่งของ   จะมีค่ามากขึ้นเมื่อเทียบกับ 
งานวิจัยที่อ้างอิงและในกรณีทีกำหนดค่าคงที 1n  ค่าน้ำหนักบรรทุก จะมีค่าสูงสุดที   =0.10 คือ 
21.2912 , 22.81 และ 23.4138 สำหรบั ค่าคงที่ n = 2, 3 และ 4 ตามลำดับและมีค่าลดลงอย่างต่อเนื่อง 
จนกระทั่งถึงจุดต่ำสุดและหลังจากนั้นค่าน้ำหนักบรรทุกวิกฤตจะมีค่า เพ่ิมขึ้น ซึ่งกรณีนี้ค่าน้ำหนัก
บรรทุกวิกฤตที่ตำแหน่ง   = 0.90 จะมีขนาด 14.5911, 16.7927 และ 18.3763 ตามลำดับ 

4.4.3 กรณีพิจารณาผลของหน้าตัด จะพบว่า เมื่อเพ่ิมความสูงของอิลาสติกคาจะมีผลทำให้

ค่า CRP   มีเพ่ิมขึ้นเช่นกัน โดยเฉพาะหากค่า 1.5h b=  จะมีผลทำให้ค่า CRP ของทุกค่า n ที่จุดรองรับ
ทางด้านซ้ายมีขนาดที่ใกล้เคียงกัน ดังแสดงในรูปที่ 4.5  แต่สำหรับในกรณีที่เพ่ิมความสูง 2h b= จะ

พบว่า ที่ตำแหน่ง 0.10 = ค่า CRP ที่เกิดจากค่าคงที่ 1n  จะให้ค่า CRP ที่สูงกว่า CRP ที่เกิดจาก

ค่าคงที่ 1n  แต่เมื่อผ่านตำแหน่งวิกฤตมาแล้วค่า CRP ของทุก n  จะมีขนาดเพ่ิมขึ้นจนกระทั่ง ณ 

ตำแหน่ง 0.90 = ค่า CRP ของทุกค่า n  ก็จะมีขนาดตรงตามความเป็นจริง 
โดยข้อมูลทั้งหมดได้ถูกแสดงไว้ในตารางที่ 4.16 – 4.19 และรูปที่ 4.5 และ 4.6 
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2,  1.5n b h= =

1,  1.5n h b= =

0.85,  1.5n h b= =

2,  1.5n h b= =

1,  1.5n h b= =

0.85,  1.5n h b= =

cr

2,  2n b h= =

0.85,  2n h b= =

1,  2n h b= =

 
 

 

 
 

         P   
 
 
 
  
 

                                                                
 

รูปที่ 4.4 เส้นแรงวิกฤต กรณีอัตราส่วน / 0.50c tE E = และ 1.5h b=  
 
 
 
 
 
 
 

            P   
 
 
 
 
 

                                                                 
 
รูปที่ 4.5 เส้นแรงวิกฤต กรณีอัตราส่วน / 0.50c tE E =  และ 2h b=  
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ตารางท่ี 4.13 เปรียบเทียบค่าน้ำหนักบรรทุกวิกฤต CRP กรณีวัสดุแบบไม่เชิงเส้นแบบลุดวิกชนิด  
ไบโมดูลัส ที่ค่า 0.85,  1=n และ 2  อัตราส่วนระหว่างความกว้างต่อสูงและอัตราส่วน 0.50 =  
 

   
    Remark 
         

0.1 15.371992 16.512205 17.372130 16.723655 21.291183 17.384179 15.055140  

0.15 10.406654 11.178565 11.760724 11.330196 14.495697 11.835687 10.250005  

0.2 7.977150 8.568853 9.015103 8.693888 11.191730 9.138009 7.913748  

0.25 6.566011 7.053043 7.420353 7.164805 9.288195 7.583780 6.567746  

0.3 5.668622 6.089091 6.406199 6.194358 8.090692 6.606022 5.720983  

0.35 5.070072 5.446144 5.729769 5.549028 7.304579 5.964164 5.165118  

0.4 4.664531 5.010522 5.271461 5.113949 6.785975 5.540725 4.798409  

0.45 4.395258 4.721275 4.967150 4.827705 6.458956 5.273715 4.567171  

0.50 4.230769 4.544585 4.781259 4.656500 6.283209 5.130219 4.442900  

0.55 4.154597 4.462763 4.695176 4.582947 6.240183 5.095088 4.412476  

0.60 4.160612 4.469224 4.701973 4.601347 6.327727 5.166567 4.474379  

0.65 4.251953 4.567340 4.805199 4.716502 6.559982 5.356203 4.638608  

0.70 4.442418 4.771933 5.020446 4.945910 6.973106 5.693517 4.930730  

0.75 4.762029 5.115251 5.381644 5.326824 7.640376 6.238341 5.402562  

0.80 5.271194 5.662183 5.957060 5.934421 8.711571 7.112968 6.160011  

0.85 6.099781 6.552231 6.893459 6.932582 10.527629 8.595773 7.444158  

0.90 7.580448 8.142725 8.566783 8.752022 14.051122 11.472693 9.935643  
 
 
 
 
 
 

CRP  

  0.85n =  1n =  2n =  

h b=  

1cE =  

2tE =  

1.5h b=  2h b=  h b=  h b=  1.5h b=  2h b=  

61 



43 

 

ตารางท่ี 4.14 เปรียบเทียบค่าน้ำหนักบรรทุกวิกฤต CRP กรณีวัสดุแบบไมเ่ชิงเส้นแบบลุดวิกชนิด  
ไบโมดูลัส ที่ค่า 0.85,  1=n และ 2  อัตราส่วนระหว่างความกว้างต่อสูงและอัตราส่วน 1 =  
 

   
    Remark 
         

0.1 15.37199 16.5122 17.37213 16.72366 31.32928 25.58025 22.15315  

0.15 10.40665 11.17857 11.76072 11.3302 21.32994 17.41583 15.08255  

0.2 7.97715 8.568853 9.015103 8.693888 16.46827 13.44628 11.64482  

0.25 6.566011 7.053043 7.420353 7.164805 13.66728 11.15928 9.664224  

0.3 5.668622 6.089091 6.406199 6.194358 11.90519 9.720546 8.41824  

0.35 5.070072 5.446144 5.729769 5.549028 10.74845 8.776073 7.600302  

0.4 4.664531 5.010522 5.271461 5.113949 9.98534 8.152996 7.060702  

0.45 4.395258 4.721275 4.96715 4.827705 9.504143 7.7601 6.720444  

0.50 4.230769 4.544585 4.781259 4.6565 9.245538 7.54895 6.537582  

0.55 4.154597 4.462763 4.695176 4.582947 9.182226 7.497256 6.492814  

0.60 4.160612 4.469224 4.701973 4.601347 9.311043 7.602435 6.583902  

0.65 4.251953 4.56734 4.805199 4.716502 9.652799 7.881477 6.82556  

0.70 4.442418 4.771933 5.020446 4.94591 10.2607 8.377824 7.255409  

0.75 4.762029 5.115251 5.381644 5.326824 11.24256 9.179515 7.949693  

0.80 5.271194 5.662183 5.95706 5.934421 12.81879 10.4665 9.064255  

0.85 6.099781 6.552231 6.893459 6.932582 15.49106 12.6484 10.95384  

0.90 7.580448 8.142725 8.566783 8.752022 20.67577 16.88169 14.61997  
 
 
 
 
 
 

1cE =  

1tE =  

h b=

 
2h b=  1.5h b=

 

h b=

 

2n =  0.85n =    

2h b=

 

1n =  

1.5h b=

1.5h b=  h b=

 

CRP  
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ตารางท่ี 4.15 เปรียบเทียบค่าน้ำหนักบรรทุกวิกฤต CRP กรณวีัสดุแบบไม่เชิงเส้นแบบลุดวิกชนิด  
ไบโมดูลัส ที่ค่า 0.85,  1=n และ 2  อัตราส่วนระหว่างความกว้างต่อสูงและอัตราส่วน 2 =  
 

   
  1.00n =   Remark 
         

0.1 30.743983 33.024410 34.744261 33.447311 42.582367 34.768357 30.110280  

0.15 20.813309 22.357130 23.521449 22.660392 28.991393 23.671374 20.500011  

0.2 15.954300 17.137706 18.030206 17.387776 22.383460 18.276018 15.827496  

0.25 13.132031 14.106096 14.840716 14.329610 18.576391 15.167560 13.135489  

0.3 11.337244 12.178181 12.812399 12.388717 16.181384 13.212045 11.441966  

0.35 10.140145 10.892287 11.459538 11.098055 14.609158 11.928328 10.330235  

0.4 9.329063 10.021043 10.542921 10.227898 13.571950 11.081450 9.596818  

0.45 8.790516 9.442550 9.934300 9.655409 12.917912 10.547431 9.134343  

0.5 8.461546 9.089179 9.562527 9.312999 12.566431 10.260448 8.885808  

0.55 8.309194 8.925526 9.390352 9.165894 12.480367 10.190177 8.824952  

0.6 8.321224 8.938448 9.403947 9.202693 12.655454 10.333135 8.948757  

0.65 8.503905 9.134680 9.610397 9.433005 13.119964 10.712405 9.277215  

0.7 8.884836 9.543866 10.040893 9.891820 13.946211 11.387034 9.861461  

0.75 9.524069 10.230514 10.763301 10.653649 15.280720 12.476655 10.805100  

0.8 10.542388 11.324367 11.914119 11.868841 17.423141 14.225935 12.320021  

0.85 12.199563 13.104462 13.786919 13.865164 21.055258 17.191546 14.888316  

0.9 15.160895 16.285450 17.133567 17.504044 28.102243 22.945385 19.871287  
 
 
 
 
 
 

2n =  0.85n =  
  

h b=

 

2h b=  2h b=  

CRP  

2cE =  

1tE =  

h b=

 
1.5h b=

 

1.5h b=

 
h b=
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4.6 ความสัมพันธ์ระหว่างน้ำหนักบรรทุก P กับมุมที่ปลายของคาน ( ,A B ) 
เมื่อนำค่าของ P  

A B มาสร้างเป็นกราฟความสัมพันธ์ระหว่างน้ำหนักบรรทุก P กับมุมที่

ปลายของคาน ( A , B ) จะมีลักษณะเส้นทางเดิน ณ ตำแหน่ง   ดังแสดงในรูปที่ 4.7 โดยแบ่งเป็น
กรณีต่อไปนี้ 

 
กรณี n  1 ที่ เริ่มแรกเมื่อเพ่ิมน้ำหนักบรรทุก P ให้กับอิลาสติกคา  ค่าของมุมที่ปลาย          

อิลาสติกคา ( A , B ) มีค่าเพ่ิมข้ึนเช่นเดียวกัน  จนกระทั่งน้ำหนักบรรทุก P มีค่าเท่ากับน้ำหนักบรรทุก

วิกฤต CRP  ที่จุดนี้อิลาสติกคาไม่สามารถรับแรงกระทำต่อไปได้อีก  หลังจากนั้นค่าของมุมที่ปลายอิลา
สติกคาจะมีค่าที่เพ่ิมขึ้น ในขณะที่น้ำหนักบรรทุก P ลดลงจนกระทั้งน้ำหนักบรรทุก P มีค่าเท่ากับศูนย์  
เมื่อค่าของมุมที่ปลายคาน B   มีค่าเท่ากับ / 2  โดยจุดนี้รูปร่างของอิลาสติกคาเป็นอิสระจากแรงที่
กระทำ และมีรูปร่างเหมือนกัน  ซึ่งรูปร่างของอิลาสติกคา ณ ตำแหน่งนี้มีลักษณะที่สมมาตรกับกึ่งกลาง

ของช่วงความยาวคาน  โดยความยาวส่วนโค้งของอิลาสติกคา ts ก่อนจะสูญเสียเสถียรภาพจะมีความ
ยาว เท่ากับ 2.09401 สำหรับค่า n  =0.85, 2.18801 สำหรับค่า n  =1, 2.81601 

  
กรณีท่ี n   1 เมือ่ค่าคงท่ี n  เพ่ิมข้ึนระบบจะมีค่าสติฟเนสที่สูงขึ้นเช่นกัน ค่าของมุมที่ปลาย

คาน ( A , B ) เมื่อเพ่ิมน้ำหนักบรรทุก P  มุมที่ปลายคานจะมีลักษณะคล้ายกับกรณีที่ n   1 จนกระ

ทั้งเม่ือน้ำหนักบรรทุก P เท่ากับน้ำหนักบรรทุกวิกฤต CRP  หลังจากนั้นค่าของน้ำหนักบรรทุก P จะ

ลดลงเรื่อย ๆ จนกระทั่งเข้าใกล้ศูนย์ มุมที่ปลายคานจะมีค่าเพ่ิมข้ึนโดยเฉพาะมุมที่ปลายคาน A  ( A ) 
จะมีค่ามากจนเกินกว่า / 2 อันเนื่องมาจากเกิดการยึดรั้งที่จุดรองรับ จนกระท่ังน้ำหนักบรรทุก P มี

ค่าเป็นศูนย ์มุมที่ปลายคาน A  ( A ) จะมีค่าเท่ากับ / 2  ส่วนมุมท่ีปลายคาน B  ( B ) จะมีค่า
เท่ากับ / 2 เมื่อน้ำหนักบรรทุก P  มีค่าเป็นศูนย์ และ ภายหลังจากจุดวิกฤตนำ้หนักบรรทุก  มีค่าที
ลดลงในขณะที่อิลาสติกคามีการแอ่นตัวเพ่ิมข้ึนซึ่งบ่งบอกได้ว่าคานในสภาวะนี้อยู่ในสภาวะทีไร้
เสถียรภาพ  
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0.75 =

0.50 =0.25 =
 
 

                                                                                                                   A   
                                                                                                                   B   
 

           P   
 
 
 
 
 
 

                                                                        ts  
  
รูปที่ 4.6 ความสัมพันธ์ระหว่างน้ำหนักบรรทุกกับมุมท่ีปลายคาน ที่ตำแหน่ง 0.25,  0.50 = และ 0.75  
 

 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                           
 

                                              (ก) 
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ข) 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     ค) 
 
รูปที่ 4.7 ความสัมพันธ์ระหว่างน้ำหนักบรรทุกกับมุมที่ปลายคาน ที่ค่า n ขนาดต่าง ๆ 

  ก) 0.25 =   ข) 0.50 =   ค) 0.75 =   
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เมื่อพิจารณารูปที่ 4.9  (ก)-(ค) แสดงถึงรูปร่างสมดุลของอิลาสติกคาที่ ตําแหน่ง  =0.25 ที่
กรณี / 0.50c tE E =   , 1, 2 และ ทีค่าแรง P  =2.50 พบว่ากรณีทีค่าคงที 1n  จะมีการแอ่นตัวที่
มากกว่าวัสดุทีมี ค่าคงที n 1 เนื่องจากผลของค่าสติฟเนสของอิลาสติกคา แต่จะมีผลตรงกัน ข้ามกับ
ค่าอัตราส่วนระหว่าง /c tE E  นั่นคือ หากอัตราส่วนระหว่าง /c tE E  ยิ่งมีค่ามากจะส่งผลให้การแอ่น
ตัวของอิลาสติกคาจะค่ามากขึน้  

 
พิจารณารูปที่ 4.9 (ก), (ข) และ (ค) แสดงเส้นทางเดินของตำแหน่งที่แรงกระทำที่ตำแหน่ง 

 =0.25, 0.50 และ 0.75 เส้นทางเดินของแรงมีเส้นทางที่ใกล้เคียงกันเมื่อตำแหน่ง  =0.25 ในขณะที่
เส้นทางเดินของแรงเหล่านี้จะแยกออกจากกันอย่างชัดเจนมากขึ้นเมื่อตำแหน่ง   =0.50 และ 0.75 
ตามลำดับ ซึ่งแสดงให้เห็นว่าตำแหน่ง   มีผลกระทบต่อเส้นทางเดินของแรงโดยที่ ณ ตำแหน่ง  ที่มี
ค่ามากจะส่งผลกระทบต่อเส้นทางเดินของแรงโดยที่ ณ ตำแหน่ง   ที่มีค่ามากจะส่งผลกระทบต่อ
เส้นทางเดินของแรงที่มากเช่นเดียวกัน จากรูปที่ 4.9 (ค) จะพบว่าจะเกิดการหย่อนตัวของคานทีน้อย
กว่าในกรณ ี =0.25, 0.50 เนื่องจากมีผลกระทบจากจุดรองรับที่เกิดการยึดรั้ง  
 
 
 
 
 
 
 

(ก) 
 

 
 
 
 
 
 
 
                                                             (ข)  
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                                    (ค) 
รูปที่ 4.8 รูปร่างของคานเมื่อขนาดของแรง P = 2.50   

                         (ก)   = 0.25     (ข)  = 0.50    (ค)  = 0.75 
 

4.7 ผลกระทบของการเปลี่ยนแปลงอัตราส่วน /c tE E =  
จากรูปความสัมพันธ์ระหว่างแรงและความยาวส่วนโค้งทั้งหมดดังแสดงในรูปที่ 4.10 (ก.), (ข.), 

และ (ค.) ได้ทำการเปรียบเทียบค่าของน้ำหนักบรรทุก P ที่ตำแหน่ง = 0.25 ที่ค่า n = 0.85, 1 และ 2 
และอัตราส่วนระหว่าง /c tE E = 0.20, 0.50, 1 และ 2 พบว่าหากอัตราส่วนระหว่าง /c tE E เพ่ิมข้ึนจะมี
ผลทำให้น้ำหนักบรรทุก P  ของคานมีค่าลดลง เนื่องจากในสมการของ *I จะมีค่า  ซึ่งมีค่า
อัตราส่วนของ /c tE E  เป็นส่วนหนึ่งของสมการ หากกำหนดค่าของ 

t cE E  แล้วนั้น จะมีผลทำให้ค่า
อัตราส่วนของ ลดลง จึงมีผลทำให้ค่า *I  มีขนาดที่ลดลง อีกทั้งพารามิเตอร์ P ถูกปรับขนาดด้วยค่า 

tE  ในสมการที่ (3.29ซ) ซึ่งจะส่งผลให้น้ำหนักบรรทุกที่คำนวณมีค่าลดลงด้วยเช่นเดียวกัน ในทำนอง
เดียวกัน หากเพ่ิมค่าคงที่ n ให้มีค่าที่มากข้ึนก็จะพบว่าค่าน้ำหนักบรรทุก P ก็จะมีค่าสูงขึ้น  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
                                            ค่าคงที่ n =   0.85 

/ 2=c tE E  

/ 1=c tE E  

/ 0.50=c tE E  

/ 0.20c tE E =  
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ก) ค่าคงที่ n  = 1 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
ค) ค่าคงที่ n  = 2 

 
รูปที่ 4.9  เปรียบเทียบค่าน้ำหนักบรรทุกวิกฤต ณ ตำแน่ง  = 0.25 และอัตราส่วนระหว่าง /c tE E   

                ระหว่าง 0.50, 1, 2 และ 5 เมื่อ (ก) ค่าคงที่  = 0.85,  
   (ข) ค่าคงที่  = 1,  
   (ค) ค่าคงที่  = 2 

 
 

/ 2=c tE E  

/ 1=c tE E  

/ 0.50=c tE E  

/ 0.20=c tE E  

/ 0.20=c tE E  

/ 0.50=c tE E  

/ 2=c tE E  

/ 1c tE E =  
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บทท่ี 5 
สรุปผลการศึกษาและข้อเสนอแนะ 

 
 การศึกษางานวิจัยนี้ นำเสนอการศึกษาพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาที่มี
คุณสมบัติไม่เชิงเส้นประเภท Bi-modulus ภายใต้ภาระกระทำแบบเปลี่ยนแปลงไปตามการเสียรูปของอิ
ลาสติกคา โดยใช้แบบจำลองวัสดุชนิดลุดวิก ชนิดไบโมดูลัส เพ่ือหาความสัมพันธ์ที่ไม่เชิงเส้นของโมเมนต์

ดัดและค่าความโค้ง โดยคำนึงผลอันเนื่องมาจากค่าคงที่ของวัสดุ n  ,อัตราส่วนระหว่าง / = c tE E  
และ ขนาดของหน้าตัดอิลาสติกคา ที่ตำแหน่ง =0.25, 0.50 และ 0.75  โดยใช้ระเบียบวิธียิงเป้า
ร่วมกับเทคนิคการอินทิเกรตเชิงตัวเลข รุงเง-คุตตา อันดับ 4 และเงื่อนไขขอบเขตที่เหมาะสม  จากผล
ของการวิเคราะห์สามารถสรุปตามวัตถุประสงค์หลักได้ดังนี้ 

 
5.1 ค่าคงที่ของวัสดุมีผลต่อการต้านทานน้ำหนักของวัสดุ 

เมื่อพิจารณาผลจากการวิเคราะห์คำตอบเชิงตัวเลข จากสมการและโปรแกรมที่ได้จัดทำขึ้นเพ่ือ
หาตอบของปัญหาพบว่า ค่า n จะมีผลให้สติฟเนสของอิลาสติกคามีค่ามากขึ้น มีผลให้ความยาวส่วนโค้ง 

ts ที่แตกต่างกัน เมื่อ ค่า 1n  และมีผลต่อเส้นโค้งความสัมพันธ์ระหว่างน้ำหนักบรรทุกและความยาว
ส่วนโค้ง (Load–Deflection Curve) กล่าวคือ ค่า n  ที่มีค่ามากจะให้ความยาวส่วนโค้งที่มากกว่าที่ n  
ที่น้อยกว่า ในลักษณะเดียวกัน ตำแหน่งสูงสุดของ

CRP  จะอยู่เยื้องจากจุดรองรับไปเพียงเล็กน้อยหากค่า 
n  มีค่ามาก ซึ่งมีผลให้ความชันของเส้นโค้งความสัมพันธ์ระหว่างน้ำหนักบรรทุกและความยาวส่วนโค้ง 
เข้าใกล้ค่า / 2  หรือมีแนวโน้มที่จะเข้าใกล้ 1 (ตำแหน่งเดียวกันจุดรองรับ) และหลังจากนั้นค่าของ

แรง P จะมีค่าลดลงเรื่อย ๆ อย่างต่อเนื่องจนกระท่ังเข้าใกล้ศูนย์ โดยค่า ts  จะมีความยาวที่เพ่ิมขึ้นตาม
ค่าคงท่ี n   

เมื่อพิจารณาผลการวิเคราะห์น้ำหนักบรรทุกวิกฤตที่ตำแหน่ง n  ที่ 0.10 – 0.90 พบว่า เส้นโค้ง
ของน้ำหนักบรรทุกวิกฤตจะมีขนาดสูงสุดที่ตำแหน่ง 0.10 และ ค่อย ๆ ลดลงจนกระทั่งผ่านตำแหน่ง 

CR  จากนั้นค่าน้ำหนักวิกฤตก็จะกลับมามีค่าสูงขึ้นอีกครั้ง ณ ตำแหน่ง  =0.90 โดยหากค่า n ยิ่งมีค่า
มากขึ้น ขนาดของแรงวิกฤต ณ ตำแหน่ง  = 0.90 จะมีขนาดของแรงวิกฤตใกล้เคียงกันกับค่าแรง
วิกฤต ณ ตำแหน่ง   = 0.10 
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5.2 อัตราส่วนของ / = c tE E  
   เมื่อพิจารณาผลกระทบของอัตราส่วน /c cE E  พบว่า อัตราส่วนระหว่าง /c cE E  ที่มีค่ามาก
จะมีผลทำให้การรับน้ำหนัก บรรทุก P  ของคานมีค่าลดลงเนื่องจากพารามิเตอร์ไร้หน่วย P  ถูกปรับ
ขนาดด้วยค่า

tE  ในสมการที่ (3.29ซ) ส่วนผลของตำแหน่งของแรงที่ กระทำต่อโครงสร้าง   มีผลหาก
เพ่ิมอัตราส่วนของค่าดังกล่าวจะมีผลทำให้การรับน้ำหนักบรรทุก P ของอิลาสติกคามีค่าลดลง 
เนื่องจากเมื่อเพ่ิมอัตราส่วนดังกล่าวจะมีผลทำให้ค่า *I มีขนาดที่ลดลงซึ่งจะส่งผลให้น้ำหนักบรรทุกที่
คำนวณได้มีค่าลดลงด้วยเช่นเดียวกัน ในทำนองเดียวกัน หากเพ่ิมค่าคงที่ n  ให้มีค่าที่มากขึ้นก็จะพบว่า
ค่านำ้หนักบรรทุก P ก็จะมีค่าสูงขึ้น   
 

5.3 อัตราส่วนของหน้าตัด 
 เมื่อพิจารณาผลกระทบของหน้าตัดอิลาสติกคา เมื่อเพ่ิมความลึกของหน้าตัดตามอัตราส่วน 
=h b , 1.5=h bและ 2=h b  จะมีผลโดยตรงกับสติฟเนสของอิลาสติกคา โดยพิจารณาเส้นโค้งของ

น้ำหนักบรรทุกวิกฤตจะพบว่าหาก =h b ค่า CRP จะมีขนาดเพ่ิมขึ้นตามค่า n  ที่เพ่ิมขึ้น หากเพ่ิมค่า 

1.5=h bจะพบว่าค่า CRP ของทุก n  ณ ตำแหน่ง  = 0.10 จะมีขนาดใกล้เคียงกันมาก แตกต่างกัน

เพียงเล็กน้อยเท่านั้น แต่เมื่อปรับค่า 2=h b กลับพบว่าที่ปลายจุดรองรับด้านซ้ายค่า CRP ที่เกิดจากค่า 

n ที่น้อยจะให้ค่า CRP  มากกว่าค่า CRP ที่ได้จากค่า n  ที่มีค่ามากกว่า  แต่เมื่อผ่านตำแหน่ง 
CR  

มาแล้ว ค่า CRP  ก็จะกลับมาเพ่ิมข้ึนตามค่า n  ที่เพ่ิมข้ึน 
 ผลการศึกษาแสดงให้ว่าการเปลี่ยนแปลงของค่าคงทีของวัสดุ n อัตราส่วนระหว่าง /c tE E  
และอัตราส่วนความกว้างต่อความสูงของหน้าตัด ทีต่างกัน มีผลต่อพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของ       
อิลาสติกคาเป็นอย่างมาก โดยปัจจัยทั้ง 3 มีผลต่อน้ำหนักบรรทุก P  ของอิลาสติกคาและพฤติกรรม
การแอ่นตัวของอิลาสติกคาเป็นอย่างมาก โดยค่าคงที่ n  จะมีผลโดยตรงกับสติฟเนสของอิลาสติกคา 
โดยค่าคงที n และอัตราส่วนความกว้างต่อความสูงของหน้าตัด ทีมีค่ามากจะมีผลให้สติฟเนสของอิลา
สติกคามีค่ามากขึ้นตามไปด้วยในขณะที อัตราส่วนระหว่าง /c tE E  จะมีผลในทางตรงกันข้ามกล่าวคือ 
เมือ อัตราส่วนระหว่าง /c tE E  ที่มีค่ามากจะมีผลทำให้การรับน้ำหนัก บรรทุก P  ของคานมีค่าลดลง
เนื่องจากพารามิเตอร์ไร้หน่วย P  ถูกปรับขนาดด้วยค่า

tE  ในสมการที่ (3.29ซ) ส่วนผลของตำแหน่ง
ของแรงที่ กระทำต่อโครงสร้าง   มีผลโดยตรงเช่นเดียวกันนั่นคือ เมื่อน้ำหนักบรรทุกอยู่ใกล้จุดรองรับ
แบบหมุนทำให้ระบบมีสติฟเนสที่สูงกว่าในกรณีทีน้ำหนักบรรทุกอยู่ห่างจากจุดรองรับรับแบบหมุน 
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5.4  ข้อเสนอแนะของการทำวิจัยต่อไปในอนาคต   
 งานวิจัยนี้ นำเสนอการศึกษาพฤติกรรมการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาที่มีคุณสมบัติไม่เชิง
เส้นประเภทไบโมดูลัส ภายใต้ภาระกระทำแบบเปลี่ยนแปลงไปตามการเสียรูปของอิลาสติกคา โดยใช้
แบบจำลองวัสดุชนิดลุดวิก เพ่ือหาความสัมพันธ์ที่ไม่เชิงเส้นของโมเมนต์ดัดและค่าความโค้ง  โดยคำนึง
ผลอันเนื่องมาจากค่าคงที่ของวัสดุ n อัตราส่วนระหว่าง /c tE E =  และ ขนาดของหน้าตัดอิลาสติกคา 
ที่ตำแหน่ง  =0.25, 0.50 และ 0.75  โดยใช้ระเบียบวิธียิงเป้าร่วมกับเทคนิคการอินทิเกรตเชิงตัวเลข 
รุงเง-คุตตา อันดับ 4 และเงื่อนไขขอบเขตที่เหมาะสม  โดยงานวิจัยนี้ได้แสดงผลให้เห็นถึงผลกระทำของ
ค่าต่าง  ๆ ที่ได้กล่าวมาแล้วข้างต้น เพ่ือให้สอดคล้องกับการใช้งานจริง จึงได้เสนอแนะในการวิจัยครั้ง
ต่อไปดังนี้ 
 5.4.1 ควรนำเสนอรูปแบบของภาระกระทำให้เป็นน้ำหนักบรรทุกคงที่แบบติดตาม (Follwer 
self Wight) เพ่ือให้สอดคล้องกับการใช้งานจริงของโครงสร้าง 
 5.4.2 เพ่ิมความหลากลายของชนิดวัสดุเช่น Generalized Ludwick’s Material 
 5.4.3 หากเป็นวัสดุประเภทไบโมดูลัส ควรเป็นประเภททีค่า n  ที่มีความต่างกันทั้งด้านอัด
และดา้นดึง ( ,t cn n )  
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ระเบียบวิธีรุงเง - คุตตา (Runge - Kutta method) 
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ระเบียบวิธีรุงเง - คุตตา (Runge - Kutta method) 

 ระเบียบวิธีรุงเง - คุตตา (Runge - Kutta method) จัดได้ว่าเป็นระเบียบท่ีได้รับความนิยม
และใช้กันอย่างกว้างขวางโดยเฉพาะในการค านวณท่ีต้องการผลลัพธ์ที่มีความเท่ียงตรงสูง  รวมถึงในการ
ค านวณหาผลลัพธ์ในงานวิจัยนี้ด้วย  โดยแนวความคิดท่ีใช้ในระเบียบวิธีรุงเง - คุตตานี้คือ การหาค่า
ความชันท่ีมีความเท่ียงตรงสูงเพื่อก่อให้เกิดผลลัพธ์ที่มีความเท่ียงตรงสูงตามมา  สมการหลักท่ีใช้ในการ
ค านวณผลลัพธ์ในระเบียบวิธีรุงเง - คุตตานั้น อยู่ในรูปแบบตามสมการ ข.1 

(ข.1) 

 โดยท่ี ( , , )i ix y h  เรียกว่า ฟังก์ช่ันส่วนเพิ่ม (Increment Function) ซึ่งมีความหมายถึง
ความชันเฉล่ียตลอดขนาดช่องกว้าง h  ท่ีจะน าไปใช้ในการค านวณหาส่วนท่ีเพิ่มจากผลลัพธ์เดิม  
ฟังก์ช่ันส่วนเพิ่มนี้สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบท่ัวไป ดังนี้ 

(ข.2) 

 โดย , 1, 2, 3,.........,ia i n  เป็นค่าคงท่ี และ 

(ข.3ก) 

(ข.3ข) 

(ข.3ค) 

 

(ข.3 n ) 

 โดยตัวห้อย n  บ่งบอกถึงอันดับท่ีของระเบียบวิธีรุงเง - คุตตาท่ีเลือกใช้ เช่น เมื่อ 1n   จะ
เรียกว่าเป็นระเบียบวิธีรุงเง - คุตตาอันดับท่ีหนึ่ง  ในท านองเดียวกันเมื่อเลือกใช้ 2n   จะเรียกว่าเป็น
ระเบียบวิธีรุงเง - คุตตาอันดับท่ีสอง เป็นต้น  ค่าของ , 1, 2, 3,.........,ik i n  ในสมการ (ข.3) ขึ้นอยู่
กับฟังก์ช่ันของสมการเชิงอนุพันธ์สามัญท่ีก าหนดมาให้  ในส่วนของค่า p  และ q  ต่างๆนั้นเป็นค่าคงท่ี  
และหากพิจารณาสมการ (ข.3) พบว่าจ าเป็นต้องรู้ค่า 1k  ก่อนท าการค านวณค่า 2k  และต้องรู้ค่า 2k  
ก่อนท าการค านวณค่า 3k  เช่นนี้เรื่อยไป  ส าหรับรายละเอียดของระเบียบวิธีรุงเง - คุตตาสามารถ
ศึกษาได้จาก [18]  

 

1 ( , , )i i iiy y x y h h  

1 1 2 2 3 3 ......... n na k a k a k a k     

1 ( , )i ik f x y

2 1 11 1( , )i ik f x p h y q k h  

3 2 21 1 22 2( , )i ik f x p h y q k h q k h   

1 1,1 1 1,2 2 1,n 1 1( , ......... )n i in n n n nk f x p h y q k h q k h q k h          
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ภาคผนวก ข   
ระเบียบวิธีนิวตัน - ราฟสัน 
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ระเบียบวิธีนิวตัน - ราฟสัน 

 ระบบสมการแบบไร้เชิงเส้นจ านวน n  สมการ และ n  ตัวแปร คือ 1 2, ,........., nx x x  มี
รูปแบบสมการดังต่อไปนี้ 

 

(ค.1) 

 

 โดยการใช้ทฤษฎีการกระจายอนุกรมของเทเลอร์ (Taylor Series) กับฟังก์ชันไร้เชิงเส้น
จ านวน n สมการ  สามารถจัดรูปได้ดังต่อไปนี้ 

 

 

(ค.2) 

 
 
 

 จากสมการ (ค.2) สามารถจัดรูปแบบสมการได้อีกแบบหนึ่ง คือ 

เมื่อ 1, 2, 3,.........,i n                          (ค.3) 

 หรืออีกรูปแบบหนึ่ง คือ 

(ค.4) 

 โดยท่ีเมตริกซ์ J  คือ จาโคเบียนเมติกซ์ (Jacobian Matrix) มีค่าตามสมการต่อไปนี้ 

         เมื่อ i  และ 1, 2, 3,.........,j n               (ค.5) 

 

( , ,........., ) 01 1 2

( , ,........., ) 02 1 2

( , ,........., ) 01 2

n

n

n n

F x x x

F x x x

F x x x







1 11 1 1

1 2

2 22 2 2

1 2

1 2

n

n

n n n

n nn

x FF F F

x x x

x FF F F

x x x

F F F
x Fx x x

    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    

     

  

  

  

   

  
  

1

n
i

j i
j i

F
x F

x


   



J x F         

FiJij x j







81 

 จากสมการท่ี (ค.2) ถึง (ค.4) เป็นสมการท่ีมีเป้าหมายในการหาค่าของ jx  เพื่อเป็นค่า
ปรับแก้ของค่าเดิม oldx  โดยมีข้ันตอนในการหาค่าปรับแก้ jx  ดังต่อไปนี้ 
  1.  สมมติค่าเริ่มต้นของตัวแปร 1 2, ,........., nx x x   
  2.  ท าการหาค่าของ 1 2, ,........., nF F F  และค่าของ ijJ  จากสมการ (ค.5) 
  3.  ท าการหาค่า x    โดยใช้กระบวนการก าจัดแบบเกาส์ จากสมการท่ี (ค.4) 
  4.  จากขั้นตอนท่ี 3 จะได้ค่าปรับแก้ x 

 
  ซึ่งเมื่อน าไปรวมกับค่าเดิมจะได้ค่าใหม่ 

ดังสมการต่อไปนี้ 

(ค.6) 

  โดยท่ีค่า K  คือ ค่าท่ีบ่งบอกถึงจ านวนของการกระท าซ้ า 

 5.  จากนั้นให้ท าการตรวจสอบค่าของ F    ว่ามีค่าท่ีเข้าใกล้ศูนย์หรือไม่  ถ้ายังไม่เข้าใกล้
ศูนย์ให้หาค่าปรับแก้ใหม่โดยอาศัยสมการ (ค.4) เช่นเดิม  ท าเช่นนี้จนกว่าค่า F    จะมีค่าท่ีเข้าใกล้
ศูนย์จึงจะหยุดกระบวนการได้ รายละเอียดของระเบียบวิธีนิวตัน - ราฟสันสามารถศึกษาได้จาก [18]  
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ภาคผนวก ค 
ระเบียบวิธียงิเปา้ (Shooting method) 
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ระเบียบวิธียงิเป้า (Shooting method) 

 วิธีการนี้  เป็นวิธีการเชิงตัวเลขวิธีการหนึ่งซึ่งสามารถจัดการกับปัญหาของระบบสมการ
อนุพันธ์ท่ีขึ้นกับตัวแปร 1 ตัว  โดยมีเงื่อนไขแบบ 2 จุด (จุดเริ่มต้น 1x  และจุดปลาย 2x ) ได้เป็นอย่าง
ดี  โดยมีหลักการคือ พยายามปรับแก้ค่าท่ีท าการประมาณจนกระท่ังค่าเหล่านั้นสอดคล้องกับเงื่อนไข
ขอบเขตท้ัง 2 จุด ตามรูปท่ี ง.1 โดยท่ีวิธีการปรับแก้ท่ีใช้คือ วิธีการนิวตัน - ราฟสัน 
 

 
รูปที่ ง.1  วิธีการยิงเป้า 

 กระบวนการในการแกไ้ขปัญหาโดยใช้ระเบียบวิธีการยิงเป้ามีข้ันตอนดังต่อไปนี้ 
  1.  ท่ีจุดเริ่มต้น 1x  นี้จะมีค่าเริ่มต้นอยู่ N  ค่า  โดยค่าแต่ละค่าเหล่านี้จะอยู่ภายใต้
เงื่อนไขขอบเขตท่ี 1x  อยู่ 1n  ค่า  ดังนั้นจะเหลือค่าของพารามิเตอร์ท่ีจ าเป็นต้องอาศัยการประมาณค่า
อยู่ 1 1n N n   ค่า  ซึ่งจะเรียกพารามิเตอร์เหล่านี้ว่า เวกเตอร์ V  มีขนาดเท่ากับ 1 1n x  ซึ่งสามารถ
เขียนให้อยู่ในรูปของสมการได้ดังนี้ 

               (ง.1) 

  2.  อินทิเกรตระบบสมการอนุพันธ์จากจุด 1x  ไปจนถึงจุด 2x  โดยท่ี ณ ต าแหน่ง 

2x  นี้ให้ท าการหาค่าความแตกต่างของค่าท่ีอินทิเกรตได้กับเงื่อนไขขอบเขตท่ี  2x  ซึ่งเรียกค่านี้ว่า
เวกเตอร์ของค่าท่ีแตกต่าง (Discrepancy vector F ) ซึ่งเวกเตอร์นี้มีขนาดเท่ากับ 2 1n x  เช่นเดียวกับ
เวกเตอร์ V  
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  3.  ใช้กระบวนการของวิธีการนิวตัน - ราฟสัน เพื่อหาค่าของเวกเตอร์ V ท่ีท าให้เวกเตอร์ 
F  มีค่าเป็นศูนย์  โดยมีข้ันตอนการปรับแก้ดังนี้ 

(ง.2) 

(ง.3) 

 โดยท่ี J  คือ จาโคเบียนเมตริกซ์ (Jacobian Matrix) มีค่าเท่ากับ 

(ง.4) 

 โดยค่าของเวกเตอร์ V  ท่ีท าให้ค่าเวกเตอร์มีค่าเท่ากับศูนย์ คือ ค่าของพารามิเตอร์ท่ีไม่ทราบ
ค่าสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตท้ัง 2 จุดนั่นเอง โดยท่ีรายละเอียดสามารถศึกษาเพิ่มเติมได้จาก [18] 

 

 

 

new oldV V V 

J V F  

i
ij

j

F
J

V







85 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ง 
ตัวอย่างโปรแกรมการค านวณ 
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1.  ตัวอย่างค าสั่งส าหรับการค านวณวิธียิงเป้า โดยใช้โปรแกรม MATLAB ส าหรับการวิเคราะห์
ปัญหาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาที่ท าจากวัสดุที่มีพฤติกรรมไม่เชิงเส้นประเภทไบโมดูลัส ชนิด
ลุดวิก ที่รับน  าหนักบรรทุกแบบติดตาม 
 

function VALBimodulus 
% Large deflection of simple beam made form bimodulus material subject 

to follower load 
% arc-length from hinge support to load is constant 
clear 
global n pl st alpha b h Ec Et gramma m Q N beta I1 I2  
format long 
alpha=input('alpha = '); 
n=input('n = '); 
b=input('b = '); 
h=input('h = '); 
Et=input('Et = '); 
Ec=input('Ec = '); 
st=input('total arc-length = '); 
gramma=Ec/Et; 
Q=n/(n+1); 
m=n/((2*n)+1); 
N=((2*n)+1)/n; 
beta=1/((Et/Ec)^Q+1); 
I1=b*h^3/12; 
I2=b*m*h^N*(beta^N+gramma*(1-beta)^N); 

  
v(1)=input('point load (P)= '); 
v(2)=input('cetaa= '); 
v(3)=input('cetac= '); 
v(4)=input('cetab= '); 
v(5)=input('xstar= '); 
v(6)=input('ystar= '); 

  
pl=input('Plot configuration shapes (yes (1), no (0))= '); 
lim=input('limitation= '); 
inc=input('increment= '); 
fid=fopen('output.txt','wt'); 
fprintf(fid,'output of cantilever elastica\n'); 
fprintf(fid,'st      P      cetaa         cetac       cetabb       

xstar        ystar\n'); 
i=0; 
dv=0.0001; 
while (st<lim) 
    v0=[v(1) v(2) v(3) v(4) v(5) v(6)]; 
    options=optimset(optimset('fsolve'),'MaxFunEvals',400,'TolFun',1e-

15,'TolX',1.0e-15); 
    [v fval]=fsolve('score_sim2',v0,options) 
    test=max(abs(fval)); 
while (test>1.0e-7&&i<25) 
    i=i+1; 
    

v(1)=v(1)+dv;v(2)=v(2)+dv;v(3)=v(3)+dv;v(4)=v(4)+dv;v(5)=v(5)+dv;v(6)=

v(6)+dv;  
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    v0=[v(1) v(2) v(3) v(4) v(5) v(6)]; 
    [v fval]=fsolve('score_sim2',v0,options); 
    test=max(abs(fval)); 
end 

  
fprintf(fid,'%12.9f                  %12.9f                 %12.9f                  

%12.9f                  %12.9f              %12.9f              %12.9f              

%12.9f\n',st,v(1),v(2),v(3),v(4),v(5),v(6),test); 
st=st+inc 
end 

       
fclose(fid) 
end 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Goveqs1 ควบคุมการวิเคราะหในส่วน s L  
function dydx=goveqs1(x,y) 
global n P cetab cetac I1 I2  xstar ystar A Ha Va 
dydx=zeros(3,1); 
A=xstar*cos(cetac)+ystar*sin(cetac); 
Ha=P*(sin(cetac)-tan(cetab)*A); 
Va=P*(cos(cetac)-A); 
dydx(1)=((Ha*y(3)+Va*y(2))*I1/I2)^n; 
dydx(2)=cos(y(1)); 
dydx(3)=sin(y(1)); 
end 

 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Goveqs1 ควบคุมการวิเคราะหในส่วน s L  
function dydx=goveqs2(x,y) 
global n P  xstar ystar cetab cetac I1 I2 A Ha Va 
dydx=zeros(3,1); 
A=xstar*cos(cetac)+ystar*sin(cetac); 
Ha=P*(sin(cetac)-tan(cetab)*A); 
Va=P*(cos(cetac)-A); 
dydx(1)=((Ha*y(3)+Va*y(2)-P*cos(cetac)*(y(2)-xstar)-

P*sin(cetac)*(y(3)-ystar))*I1/I2)^n; 
dydx(2)=cos(y(1)); 
dydx(3)=sin(y(1)); 
end 

 
 
 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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Score_sim2.m-ส่วนการควบคุมเง่ือนไข---- 
function r=score_sim2(v) 
global P st cetaa cetab cetac xstar ystar alpha pl   
r=zeros(6,1); 
P=v(1);  
cetaa=v(2);  
cetac=v(3);  
cetab=v(4);  
xstar=v(5);  
ystar=v(6); 

  
odeoptions=odeset('RelTol',1.0e-6,'AbsTol',1.0e-7); 
[xs ys]=ode45('goveqs1',[0 alpha],[cetaa 0 0],odeoptions); 

  
lastrow1=size(ys,1); 
cetass=ys(lastrow1,1); xss=ys(lastrow1,2);yss=ys(lastrow1,3); 

  
[x y]=ode45('goveqs2',[alpha st],[cetass xss yss],odeoptions); 
lastrow=size(y,1); 

  
if (pl==1) 
    figure(1) 
    hold on; 
    title ('Equilibrium shape'); 
    plot(ys(:,2),ys(:,3)); 
    plot(y(:,2),y(:,3)); 
    axis on; 
    axis equal; 
    grid on; 
end 

     
r(1)=1-y(lastrow,2); 
r(2)=y(lastrow,3); 
r(3)=y(lastrow,1)-cetab; 
r(4)=xstar-xss; 
r(5)=ystar-yss; 
r(6)=cetac-cetass; 

  
end 

 

* *, , , , ,

( 1) 1 ( 1) ( )  * *
B C

t t t B c s s s
x y x y

Min x s y s s l x x y y
 

                   

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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ภาคผนวก ง 
ตัวอย่างโปรแกรมการค านวณ 
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1.  ตัวอย่างค าสั่งส าหรับการค านวณวิธียิงเป้า โดยใช้โปรแกรม MATLAB ส าหรับการวิเคราะห์
ปัญหาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาที่ท าจากวัสดุที่มีพฤติกรรมไม่เชิงเส้นประเภทไบโมดูลัส ชนิด
ลุดวิก ที่รับน  าหนักบรรทุกแบบติดตาม 
 

function VALBimodulus 
% Large deflection of simple beam made form bimodulus material subject 

to follower load 
% arc-length from hinge support to load is constant 
clear 
global n pl st alpha b h Ec Et gramma m Q N beta I1 I2  
format long 
alpha=input('alpha = '); 
n=input('n = '); 
b=input('b = '); 
h=input('h = '); 
Et=input('Et = '); 
Ec=input('Ec = '); 
st=input('total arc-length = '); 
gramma=Ec/Et; 
Q=n/(n+1); 
m=n/((2*n)+1); 
N=((2*n)+1)/n; 
beta=1/((Et/Ec)^Q+1); 
I1=b*h^3/12; 
I2=b*m*h^N*(beta^N+gramma*(1-beta)^N); 

  
v(1)=input('point load (P)= '); 
v(2)=input('cetaa= '); 
v(3)=input('cetac= '); 
v(4)=input('cetab= '); 
v(5)=input('xstar= '); 
v(6)=input('ystar= '); 

  
pl=input('Plot configuration shapes (yes (1), no (0))= '); 
lim=input('limitation= '); 
inc=input('increment= '); 
fid=fopen('output.txt','wt'); 
fprintf(fid,'output of cantilever elastica\n'); 
fprintf(fid,'st      P      cetaa         cetac       cetabb       

xstar        ystar\n'); 
i=0; 
dv=0.0001; 
while (st<lim) 
    v0=[v(1) v(2) v(3) v(4) v(5) v(6)]; 
    options=optimset(optimset('fsolve'),'MaxFunEvals',400,'TolFun',1e-

15,'TolX',1.0e-15); 
    [v fval]=fsolve('score_sim2',v0,options) 
    test=max(abs(fval)); 
while (test>1.0e-7&&i<25) 
    i=i+1; 
    

v(1)=v(1)+dv;v(2)=v(2)+dv;v(3)=v(3)+dv;v(4)=v(4)+dv;v(5)=v(5)+dv;v(6)=

v(6)+dv;  
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    v0=[v(1) v(2) v(3) v(4) v(5) v(6)]; 
    [v fval]=fsolve('score_sim2',v0,options); 
    test=max(abs(fval)); 
end 

  
fprintf(fid,'%12.9f                  %12.9f                 %12.9f                  

%12.9f                  %12.9f              %12.9f              %12.9f              

%12.9f\n',st,v(1),v(2),v(3),v(4),v(5),v(6),test); 
st=st+inc 
end 

       
fclose(fid) 
end 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Goveqs1 ควบคุมการวิเคราะหในส่วน s L  
function dydx=goveqs1(x,y) 
global n P cetab cetac I1 I2  xstar ystar A Ha Va 
dydx=zeros(3,1); 
A=xstar*cos(cetac)+ystar*sin(cetac); 
Ha=P*(sin(cetac)-tan(cetab)*A); 
Va=P*(cos(cetac)-A); 
dydx(1)=((Ha*y(3)+Va*y(2))*I1/I2)^n; 
dydx(2)=cos(y(1)); 
dydx(3)=sin(y(1)); 
end 

 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Goveqs1 ควบคุมการวิเคราะหในส่วน s L  
function dydx=goveqs2(x,y) 
global n P  xstar ystar cetab cetac I1 I2 A Ha Va 
dydx=zeros(3,1); 
A=xstar*cos(cetac)+ystar*sin(cetac); 
Ha=P*(sin(cetac)-tan(cetab)*A); 
Va=P*(cos(cetac)-A); 
dydx(1)=((Ha*y(3)+Va*y(2)-P*cos(cetac)*(y(2)-xstar)-

P*sin(cetac)*(y(3)-ystar))*I1/I2)^n; 
dydx(2)=cos(y(1)); 
dydx(3)=sin(y(1)); 
end 

 
 
 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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Score_sim2.m-ส่วนการควบคุมเง่ือนไข---- 
function r=score_sim2(v) 
global P st cetaa cetab cetac xstar ystar alpha pl   
r=zeros(6,1); 
P=v(1);  
cetaa=v(2);  
cetac=v(3);  
cetab=v(4);  
xstar=v(5);  
ystar=v(6); 

  
odeoptions=odeset('RelTol',1.0e-6,'AbsTol',1.0e-7); 
[xs ys]=ode45('goveqs1',[0 alpha],[cetaa 0 0],odeoptions); 

  
lastrow1=size(ys,1); 
cetass=ys(lastrow1,1); xss=ys(lastrow1,2);yss=ys(lastrow1,3); 

  
[x y]=ode45('goveqs2',[alpha st],[cetass xss yss],odeoptions); 
lastrow=size(y,1); 

  
if (pl==1) 
    figure(1) 
    hold on; 
    title ('Equilibrium shape'); 
    plot(ys(:,2),ys(:,3)); 
    plot(y(:,2),y(:,3)); 
    axis on; 
    axis equal; 
    grid on; 
end 

     
r(1)=1-y(lastrow,2); 
r(2)=y(lastrow,3); 
r(3)=y(lastrow,1)-cetab; 
r(4)=xstar-xss; 
r(5)=ystar-yss; 
r(6)=cetac-cetass; 

  
end 

 

* *, , , , ,

( 1) 1 ( 1) ( )  * *
B C

t t t B c s s s
x y x y

Min x s y s s l x x y y
 

                   

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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ภาคผนวก จ 
ผลการค านวณเชิงตัวเลข 
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ตารางที่  จ.1 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 
0.85n  อัตราส่วน 1   และ 0.25   

         

   
1.00000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.00001 0.055554 0.059675 0.062782 -0.007473 -0.004221 0.005533 0.249995 -0.001583 
1.00201 1.248489 1.341095 1.410937 -0.105902 -0.059958 0.078385 0.248970 -0.022413 
1.00501 2.113408 2.270170 2.388396 -0.167089 -0.094919 0.123600 0.247434 -0.035314 
1.01001 3.118608 3.349930 3.524389 -0.235929 -0.134768 0.174356 0.244883 -0.049750 
1.01601 4.023091 4.321503 4.546559 -0.297986 -0.171334 0.219972 0.241834 -0.062663 
1.02501 5.064360 5.440007 5.723313 -0.371705 -0.215784 0.273955 0.237286 -0.077840 
1.03601 6.034860 6.482494 6.820090 -0.444923 -0.261260 0.327321 0.231773 -0.092696 
1.05101 7.025453 7.546564 7.939575 -0.527730 -0.314586 0.387357 0.224337 -0.109173 
1.07301 8.035596 8.631634 9.081154 -0.628089 -0.382375 0.459681 0.213613 -0.128576 
1.11001 9.012070 9.680538 10.184682 -0.763968 -0.480632 0.557018 0.196102 -0.153606 
1.13201 9.317323 10.008433 10.529654 -0.832140 -0.533119 0.605749 0.186023 -0.165516 
1.18001 9.544432 10.252387 10.786313 -0.959173 -0.637353 0.696872 0.164950 -0.186313 
1.27901 9.002894 9.670681 10.174312 -1.159656 -0.821492 0.844529 0.125720 -0.214605 
1.37101 8.002457 8.596037 9.043703 -1.297627 -0.965142 0.953762 0.094566 -0.230085 
1.45201 7.008652 7.528517 7.920589 -1.391871 -1.073537 1.036704 0.071338 -0.238420 
1.53301 6.009311 6.455050 6.791218 -1.465900 -1.166751 1.111529 0.051895 -0.243529 
1.61701 5.008706 5.380225 5.660418 -1.524675 -1.248584 1.183363 0.035523 -0.246600 
1.70601 4.003563 4.300526 4.524489 -1.569456 -1.319821 1.255378 0.022155 -0.248315 
1.80001 3.001052 3.223654 3.391536 -1.598965 -1.378578 1.329056 0.012268 -0.249154 
1.89801 2.004079 2.152731 2.264842 -1.611043 -1.422161 1.405553 0.006502 -0.249515 
1.99801 1.005158 1.079715 1.135945 -1.602762 -1.447385 1.486147 0.005635 -0.249666 
2.00801 0.904406 0.971490 1.022083 -1.600669 -1.448758 1.494491 0.005854 -0.249673 
2.01801 0.803221 0.862800 0.907733 -1.598324 -1.449908 1.502908 0.006133 -0.249678 
2.02801 0.701516 0.753551 0.792794 -1.595718 -1.450827 1.511404 0.006475 -0.249681 
2.03701 0.609457 0.654664 0.688757 -1.593142 -1.451454 1.519122 0.006838 -0.249681 
2.04701 0.506492 0.544061 0.572394 -1.590015 -1.451921 1.527786 0.007304 -0.249679 
2.05701 0.402702 0.432572 0.455100 -1.586598 -1.452138 1.536550 0.007839 -0.249674 
2.06601 0.308482 0.331364 0.348621 -1.583265 -1.452113 1.544531 0.008381 -0.249667 
2.07601 0.202768 0.217808 0.229151 -1.579261 -1.451833 1.553510 0.009055 -0.249654 
2.08501 0.106581 0.114486 0.120447 -1.575375 -1.451344 1.561701 0.009728 -0.249638 
2.09001 0.052667 0.056574 0.059520 -1.573095 -1.450972 1.566299 0.010130 -0.249627 

 

tS  

h b

 
1.5h b  2h b  

P  
A  

C  
B  *x  *y  



91 
 

ตารางที่ จ.2 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 1n 

อัตราส่วน 1   และ 0.25   

         

   
1.00000 0.000000  -  -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.00001 0.136444   -0.007462 -0.004264 0.005330 0.249995 -0.001599 
1.00101 1.366693   -0.074979 -0.042894 0.053542 0.249472 -0.016059 
1.00301 2.343739   -0.129390 -0.074189 0.092351 0.248428 -0.027687 
1.00501 3.003757   -0.166869 -0.095894 0.119043 0.247385 -0.035672 
1.01001 4.176210   -0.235651 -0.136176 0.167907 0.244785 -0.050255 
1.01501 5.030397   -0.288294 -0.167513 0.205171 0.242193 -0.061333 
1.02301 6.067092   -0.356401 -0.208880 0.253175 0.238064 -0.075528 
1.03301 7.034006   -0.426047 -0.252338 0.301986 0.232938 -0.089846 
1.04701 8.023208   -0.507005 -0.304601 0.358338 0.225828 -0.106180 
1.06801 9.025290   -0.607170 -0.372307 0.427463 0.215319 -0.125823 
1.10601 10.006217   -0.751734 -0.477035 0.526176 0.196821 -0.152784 
1.16801 10.439886   -0.932349 -0.621714 0.648553 0.168234 -0.183472 
1.25301 10.003219   -1.118255 -0.789754 0.775958 0.132616 -0.210511 
1.34701 9.002151   -1.272996 -0.947407 0.887489 0.098372 -0.228550 
1.42801 8.011234   -1.376365 -1.063849 0.968945 0.073253 -0.237892 
1.51001 7.001383   -1.459075 -1.165438 1.042531 0.051840 -0.243587 
1.59401 6.004704   -1.524813 -1.253841 1.111686 0.033878 -0.246870 
1.68301 5.006937   -1.576457 -1.331386 1.180462 0.018951 -0.248611 
1.77801 4.007486   -1.613491 -1.396952 1.250908 0.007364 -0.249370 
1.87901 3.005806   -1.634050 -1.448081 1.324595 -0.000310 -0.249615 
1.98401 2.005634   -1.635438 -1.481273 1.402320 -0.003306 -0.249714 
2.08901 1.007550   -1.615057 -1.493132 1.484355 -0.000903 -0.249833 
2.10001 0.900705   -1.611501 -1.493023 1.493380 -0.000301 -0.249844 
2.11001 0.802879   -1.608008 -1.492681 1.501678 0.000309 -0.249852 
2.12001 0.704296   -1.604257 -1.492103 1.510073 0.000982 -0.249858 
2.13001 0.604853   -1.600241 -1.491280 1.518572 0.001719 -0.249862 
2.14001 0.504440   -1.595947 -1.490204 1.527184 0.002524 -0.249863 
2.15001 0.402933   -1.591364 -1.488868 1.535916 0.003399 -0.249860 
2.16001 0.300198   -1.586478 -1.487260 1.544780 0.004346 -0.249853 
2.16901 0.206561   -1.581811 -1.485571 1.552878 0.005265 -0.249842 
2.17901 0.101059   -1.576308 -1.483415 1.562022 0.006361 -0.249823 
2.18801 0.004642   -1.571055 -1.481211 1.570393 0.007419 -0.249800 
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ตารางที่ จ.3 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 2n 

อัตราส่วน 1   และ 0.25   

         

   
1.00000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.00001 1.711934 1.397788 1.210520 -0.007454 -0.004472 0.004472 0.249994 -0.001677 
1.00101 5.414138 4.420625 3.828373 -0.074905 -0.044995 0.044918 0.249423 -0.016844 
1.00201 6.415210 5.237997 4.536239 -0.105667 -0.063546 0.063328 0.248852 -0.023747 
1.00301 7.079743 5.780586 5.006134 -0.129304 -0.077850 0.077451 0.248281 -0.029041 
1.00501 8.003249 6.534625 5.659151 -0.166811 -0.100659 0.099804 0.247139 -0.037420 
1.00901 9.180420 7.495781 6.491537 -0.223675 -0.135582 0.133529 0.244858 -0.050056 
1.01401 10.131111 8.272017 7.163777 -0.278872 -0.169982 0.166022 0.242011 -0.062220 
1.02101 11.028319 9.004585 7.798199 -0.341424 -0.209708 0.202491 0.238032 -0.075852 
1.03301 12.006880 9.803577 8.490146 -0.427757 -0.266116 0.252088 0.231237 -0.094331 
1.05601 13.000821 10.615126 9.192969 -0.556568 -0.354451 0.324215 0.218312 -0.120974 
1.11901 13.666794 11.158890 9.663883 -0.807636 -0.544763 0.457424 0.183791 -0.168446 
1.30301 12.010414 9.806462 8.492645 -1.256737 -0.961230 0.674874 0.094256 -0.230602 
1.38701 11.004310 8.984982 7.781223 -1.396244 -1.113833 0.741387 0.060499 -0.241743 
1.47501 10.000988 8.165773 7.071767 -1.514269 -1.252904 0.800830 0.030322 -0.247462 
1.57001 9.005601 7.353042 6.367921 -1.615393 -1.380551 0.857514 0.003531 -0.249421 
1.67601 8.002350 6.533891 5.658516 -1.701445 -1.497237 0.915010 -0.019838 -0.248791 
1.79401 7.000420 5.715819 4.950044 -1.769522 -1.597998 0.974833 -0.038754 -0.246679 
1.92501 6.000078 4.899043 4.242696 -1.816673 -1.677976 1.038741 -0.052366 -0.244256 
2.06901 5.000051 4.082525 3.535570 -1.839846 -1.732370 1.108442 -0.059926 -0.242592 
2.22401 4.000408 3.266319 2.828715 -1.836538 -1.757219 1.185375 -0.060844 -0.242418 
2.38501 3.003439 2.452297 2.123752 -1.805743 -1.750484 1.270359 -0.054827 -0.243883 
2.54501 2.003524 1.635870 1.416705 -1.748240 -1.712584 1.364068 -0.041931 -0.246446 
2.69301 1.000341 0.816775 0.707348 -1.667520 -1.646899 1.465394 -0.022860 -0.248948 
2.70601 0.904761 0.738734 0.639763 -1.658850 -1.639426 1.475336 -0.020775 -0.249131 
2.71901 0.807411 0.659248 0.570926 -1.649874 -1.631628 1.485501 -0.018611 -0.249303 
2.73301 0.700383 0.571860 0.495246 -1.639843 -1.622845 1.496717 -0.016188 -0.249472 
2.74501 0.606649 0.495327 0.428966 -1.630928 -1.614983 1.506571 -0.014029 -0.249604 
2.75801 0.502800 0.410534 0.355533 -1.620918 -1.606095 1.517517 -0.011600 -0.249729 
2.77001 0.404586 0.330343 0.286085 -1.611331 -1.597528 1.527894 -0.009269 -0.249826 
2.78201 0.303865 0.248105 0.214865 -1.601387 -1.588589 1.538555 -0.006847 -0.249905 
2.79401 0.200359 0.163592 0.141675 -1.591060 -1.579250 1.549528 -0.004328 -0.249961 
2.80501 0.102755 0.083899 0.072659 -1.581231 -1.570313 1.559885 -0.001926 -0.249991 
2.81601 0.002250 0.001837 0.001591 -1.571026 -1.560986 1.570557 0.000570 -0.249998 
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ตารางที่ จ.4 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 3n 

อัตราส่วน 1   และ 0.25   

         

   
       1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

1.000001 2.657488 2.028043 1.674112 -0.00236 -0.00146 0.001273 0.249999 -0.00055 
1.000003 3.191462 2.435541 2.010495 -0.0041 -0.00252 0.002205 0.249998 -0.00095 
1.000012 4.020916 3.068533 2.533018 -0.00819 -0.00504 0.004411 0.249993 -0.00189 
1.000045 5.011497 3.824488 3.157045 -0.01586 -0.00976 0.008541 0.249973 -0.00366 
1.000133 6.002456 4.580731 3.78131 -0.02727 -0.01679 0.014683 0.24992 -0.00629 
1.000336 7.002119 5.343617 4.411059 -0.04335 -0.02669 0.023335 0.249797 -0.01 
1.000752 8.001517 6.1063 5.04064 -0.06485 -0.03994 0.034899 0.249547 -0.01496 
1.002001 9.395069 7.16978 5.918523 -0.1058 -0.06525 0.056876 0.248794 -0.02438 
1.003001 10.0311 7.65516 6.319195 -0.12957 -0.08001 0.069603 0.248191 -0.02984 
1.006001 11.19051 8.539959 7.04958 -0.18327 -0.11356 0.098214 0.246382 -0.04212 
1.010001 12.0862 9.223497 7.613829 -0.23667 -0.1473 0.126427 0.243971 -0.05425 
1.017001 13.01834 9.934849 8.201037 -0.30874 -0.19364 0.16402 0.239752 -0.07043 
1.032001 14.03919 10.71391 8.844138 -0.42402 -0.27026 0.222679 0.230722 -0.09572 
1.090001 14.92535 11.39017 9.402381 -0.7132 -0.48104 0.35922 0.196084 -0.15431 
1.205001 14.00583 10.68845 8.823118 -1.07696 -0.79546 0.506034 0.130343 -0.2125 
1.288001 13.0084 9.927268 8.194779 -1.27114 -0.98887 0.574283 0.086923 -0.23365 
1.374001 12.00126 9.158672 7.560317 -1.43634 -1.16794 0.628928 0.046648 -0.24496 
1.468001 11.00024 8.394752 6.929715 -1.58456 -1.34015 0.677554 0.008769 -0.24931 
1.574001 10.00645 7.636352 6.30367 -1.71823 -1.50527 0.724096 -0.02612 -0.24823 
1.698001 9.000726 6.868839 5.670102 -1.83687 -1.66073 0.772238 -0.05713 -0.2431 
1.841001 8.002078 6.106729 5.040994 -1.93202 -1.79402 0.823528 -0.08181 -0.23606 
2.006001 7.002474 5.343888 4.411282 -1.99784 -1.89591 0.880632 -0.09885 -0.22953 
2.193001 6.004189 4.582054 3.782402 -2.02922 -1.95836 0.945534 -0.10743 -0.22569 
2.401001 5.004333 3.819021 3.152533 -2.02451 -1.97839 1.020382 -0.10749 -0.22569 
2.626001 4.002466 3.054454 2.521396 -1.98476 -1.95693 1.107003 -0.09928 -0.22943 
2.859001 3.00193 2.290902 1.891098 -1.91345 -1.89815 1.206334 -0.08328 -0.23572 
3.086001 2.0036 1.529033 1.262189 -1.81596 -1.80856 1.318241 -0.06032 -0.24261 
3.289001 1.003083 0.765496 0.631903 -1.69888 -1.69595 1.441197 -0.03179 -0.24797 
3.375001 0.502123 0.383192 0.316318 -1.63566 -1.63402 1.5055 -0.01612 -0.24948 
3.420001 0.203645 0.15541 0.128288 -1.59721 -1.59611 1.544266 -0.00655 -0.24991 
3.434001 0.103297 0.078831 0.065073 -1.58421 -1.58326 1.557335 -0.0033 -0.24998 
3.447001 0.006113 0.004665 0.003851 -1.571591 -1.570772 1.570000 -0.000158 -0.250000 

         

tS  

h b

 
1.5h b  2h b  

P  
A  

C  
B  *x  *y  



94 
 

ตารางที่ จ.5 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 4n 

อัตราส่วน 1   และ 0.25   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000000 1.797591 1.665660 1.647152 -0.000068 -0.000043 0.000034 0.250000 -0.000016 
1.000001 4.368794 3.223243 3.463641 -0.002374 -0.001484 0.001187 0.249999 -0.000556 
1.000003 5.011456 3.697392 3.973316 -0.004111 -0.002569 0.002056 0.249998 -0.000964 
1.000013 6.019281 4.440953 4.771700 -0.008557 -0.005348 0.004278 0.249992 -0.002006 
1.000044 7.009792 5.171740 5.554044 -0.015742 -0.009839 0.007871 0.249972 -0.003689 
1.000127 8.001670 5.903536 8.894716 -0.026745 -0.016718 0.013371 0.249921 -0.006268 
1.000327 9.002449 6.641898 8.341777 -0.042917 -0.026833 0.021452 0.249796 -0.010056 
1.000763 10.000071 7.377932 5.811971 -0.065561 -0.041011 0.032756 0.249523 -0.015357 
1.002000 11.254113 8.303149 4.943935 -0.106165 -0.066505 0.052979 0.248750 -0.024846 
1.004000 12.226954 9.020900 4.937512 -0.150187 -0.094295 0.074800 0.247499 -0.035098 
1.007000 13.039857 9.620650 4.927899 -0.198772 -0.125220 0.098708 0.245622 -0.046350 
1.014000 14.037080 10.356389 4.905570 -0.281407 -0.178660 0.138798 0.241240 -0.065282 
1.031000 15.030241 11.089131 4.851913 -0.419799 -0.271439 0.203724 0.230582 -0.096150 
1.073000 15.535997 11.462271 4.722643 -0.647845 -0.436783 0.302504 0.204244 -0.143557 
1.148000 15.001899 11.068220 4.502294 -0.929802 -0.668736 0.407513 0.157738 -0.193260 
1.231000 14.004165 10.332104 4.271939 -1.167846 -0.891264 0.481199 0.108274 -0.224666 
1.313000 13.008674 9.597643 4.056140 -1.361338 -1.090473 0.532448 0.062828 -0.241377 
1.404000 12.004738 8.856951 3.828295 -1.541701 -1.290511 0.575193 0.017697 -0.248873 
1.509000 11.001463 8.116747 3.578329 -1.713280 -1.493122 0.613837 -0.026353 -0.248222 
1.633000 10.004469 7.381176 3.298104 -1.872577 -1.691807 0.651544 -0.067009 -0.240584 
1.783000 9.002619 6.642024 2.976844 -2.011671 -1.874529 0.691970 -0.101426 -0.228339 
1.962000 8.003798 5.905105 2.613224 -2.115833 -2.020126 0.738044 -0.126149 -0.215755 
2.173000 7.000743 5.165064 2.203814 -2.175389 -2.114036 0.792990 -0.139979 -0.207101 
2.414000 6.002365 4.428473 1.748542 -2.187726 -2.151364 0.858651 -0.143389 -0.204779 
2.685000 5.002891 3.691073 1.228248 -2.157293 -2.137523 0.937479 -0.137673 -0.208673 
2.983000 4.000001 2.951153 0.583217 -2.089843 -2.080175 1.031901 -0.123663 -0.217272 
3.296000 3.000864 2.214001  -1.991639 -1.987506 1.143096 -0.101975 -0.228256 
3.605000 2.002033 1.477076  -1.867933 -1.866483 1.271951 -0.073138 -0.239062 
3.879000 1.001400 0.738821  -1.724757 -1.724387 1.416608 -0.038323 -0.247045 
3.991000 0.501297 0.369851  -1.648570 -1.648416 1.492975 -0.019418 -0.249245 
4.030000 0.300180 0.221469  -1.617461 -1.617358 1.524113 -0.011658 -0.249728 
4.065000 0.100382 0.074060  -1.586417 -1.586352 1.555171 -0.003902 -0.249970 
4.081000 0.000805 0.000594  -1.570922 -1.570870 1.570671 -0.000029 -0.250000 
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ตารางที่ จ.6 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 0.85n 

อัตราส่วน 1   และ 0.50   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 0.039809 0.042762 0.044988 -0.006256 0.000000 0.006256 0.499995 -0.002030 
1.003010 1.127771 1.211423 1.274512 -0.108520 -0.000423 0.108326 0.498494 -0.035246 
1.009010 2.093609 2.248902 2.366021 -0.187689 -0.002176 0.186694 0.495483 -0.061040 
1.018010 3.025807 3.250246 3.419512 -0.265216 -0.006091 0.262448 0.490947 -0.086416 
1.033010 4.051944 4.352496 4.579166 -0.358720 -0.014884 0.352018 0.483338 -0.117223 
1.056010 5.019531 5.391853 5.672651 -0.466534 -0.032142 0.452269 0.471556 -0.153046 
1.111010 6.001840 6.447024 6.782774 -0.653907 -0.085019 0.617540 0.442905 -0.215944 
1.152010 6.149896 6.606063 6.950095 -0.762204 -0.131118 0.707731 0.421225 -0.252426 
1.204010 6.002197 6.447409 6.783178 -0.877920 -0.194495 0.800234 0.393526 -0.291158 
1.334010 5.006260 5.377598 5.657654 -1.102695 -0.364109 0.972591 0.324801 -0.363895 
1.447010 4.001350 4.298149 4.521989 -1.249108 -0.512980 1.085859 0.267925 -0.407690 
1.570010 3.000878 3.223467 3.391339 -1.371382 -0.667526 1.189388 0.211604 -0.440724 
1.714010 2.005876 2.154662 2.266872 -1.474653 -0.831213 1.296876 0.155693 -0.465363 
1.890010 1.004543 1.079055 1.135250 -1.550367 -0.998507 1.420682 0.105051 -0.481854 
1.910010 0.901631 0.968509 1.018948 -1.555644 -1.014962 1.434741 0.100653 -0.483071 
1.930010 0.800267 0.859627 0.904395 -1.560237 -1.030862 1.448876 0.096550 -0.484185 
1.950010 0.700369 0.752319 0.791498 -1.564147 -1.046202 1.463088 0.092746 -0.485201 
1.970010 0.601656 0.646284 0.679941 -1.567361 -1.060970 1.477414 0.089250 -0.486126 
1.990010 0.504019 0.541404 0.569600 -1.569874 -1.075157 1.491863 0.086066 -0.486966 
2.011010 0.402390 0.432237 0.454747 -1.571740 -1.089417 1.507198 0.083068 -0.487762 
2.032010 0.301417 0.323774 0.340636 -1.572795 -1.103008 1.522731 0.080435 -0.488474 
2.053010 0.200808 0.215702 0.226936 -1.573012 -1.115916 1.538498 0.078181 -0.489107 
2.074010 0.100224 0.107658 0.113265 -1.572356 -1.128120 1.554543 0.076321 -0.489664 
2.084010 0.052208 0.056081 0.059002 -1.571722 -1.133677 1.562297 0.075580 -0.489903 
2.090010 0.023374 0.025107 0.026415 -1.571244 -1.136932 1.566983 0.075180 -0.490038 
2.094010 0.004127 0.004433 0.004664 -1.570882 -1.139068 1.570122 0.074932 -0.490125 
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ตารางที่ จ.7 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 1n 

อัตราส่วน 1   และ 0.50   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 0.097976 -0.006124 0.000000 0.006124 0.499995 -0.002041 1.000010 0.097976 
1.002010 1.377694 -0.086815 -0.000232 0.086699 0.498994 -0.028950 1.002010 1.377694 
1.005010 2.148544 -0.137051 -0.000911 0.136596 0.497491 -0.045729 1.005010 2.148544 
1.011010 3.108248 -0.203136 -0.002949 0.201671 0.494475 -0.067857 1.011010 3.108248 
1.020010 4.040870 -0.273784 -0.007160 0.270242 0.489929 -0.091605 1.020010 4.040870 
1.035010 5.035079 -0.361970 -0.016324 0.353963 0.482297 -0.121410 1.035010 5.035079 
1.061010 6.006138 -0.477361 -0.036609 0.459668 0.468912 -0.160686 1.061010 6.006138 
1.139010 6.785017 -0.717480 -0.117084 0.663511 0.427786 -0.242988 1.139010 6.785017 
1.272010 6.006543 -0.991462 -0.285643 0.871357 0.356090 -0.335013 1.272010 6.006543 
1.380010 5.007538 -1.154722 -0.431558 0.988342 0.298844 -0.386246 1.380010 5.007538 
1.493010 4.004646 -1.288975 -0.582168 1.087023 0.242366 -0.424573 1.493010 4.004646 
1.623010 3.001962 -1.407244 -0.744956 1.184252 0.184281 -0.454284 1.623010 3.001962 
1.780010 2.001612 -1.506900 -0.918562 1.290290 0.126914 -0.475659 1.780010 2.001612 
1.972010 1.002169 -1.572129 -1.088143 1.416033 0.079025 -0.488439 1.972010 1.002169 
1.993010 0.902441 -1.575621 -1.103535 1.430081 0.075404 -0.489267 1.993010 0.902441 
2.014010 0.803895 -1.578383 -1.118271 1.444261 0.072121 -0.490013 2.014010 0.803895 
2.036010 0.701698 -1.580483 -1.132991 1.459282 0.069051 -0.490713 2.036010 0.701698 
2.058010 0.600321 -1.581755 -1.146965 1.474501 0.066368 -0.491334 2.058010 0.600321 
2.079010 0.504074 -1.582179 -1.159593 1.489242 0.064178 -0.491860 2.079010 0.504074 
2.101010 0.403516 -1.581772 -1.172060 1.504943 0.062286 -0.492343 2.101010 0.403516 
2.123010 0.302930 -1.580461 -1.183728 1.520946 0.060818 -0.492762 2.123010 0.302930 
2.145010 0.201970 -1.578208 -1.194572 1.537295 0.059794 -0.493116 2.145010 0.201970 
2.167010 0.100247 -1.574965 -1.204563 1.554043 0.059234 -0.493407 2.167010 0.100247 
2.188010 0.002025 -1.570890 -1.213273 1.570456 0.059158 -0.493625 2.188010 0.002025 
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ตารางที่ จ.8 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 2n 

อัตราส่วน 1   และ 0.50   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 1.241787 1.013915 0.878076 -0.005578 0.000000 0.005578 0.499995 -0.002092 
1.001010 3.924212 3.204106 2.774837 -0.056063 -0.000085 0.056006 0.499495 -0.021025 
1.002010 4.646204 3.793610 3.285363 -0.079098 -0.000238 0.078940 0.498994 -0.029666 
1.003010 5.123538 4.183352 3.622889 -0.096807 -0.000436 0.096517 0.498493 -0.036310 
1.006010 6.033174 4.926066 4.266098 -0.136844 -0.001226 0.136028 0.496986 -0.051337 
1.012010 7.039833 5.747999 4.977913 -0.193590 -0.003444 0.191303 0.493959 -0.072651 
1.023010 8.005472 6.536441 5.660724 -0.268318 -0.009041 0.262334 0.488364 -0.100749 
1.053010 9.011526 7.357880 6.372111 -0.408668 -0.030786 0.388488 0.472815 -0.153558 
1.088010 9.245538 7.548950 6.537582 -0.528502 -0.063931 0.487079 0.454167 -0.198499 
1.140010 9.000770 7.349098 6.364505 -0.669708 -0.123000 0.591428 0.425572 -0.250787 
1.238010 8.008102 6.538588 5.662583 -0.878564 -0.253166 0.723120 0.369497 -0.325011 
1.330010 7.008064 5.722060 4.955450 -1.037053 -0.387099 0.807816 0.315522 -0.376803 
1.433010 6.001153 4.899921 4.243456 -1.186395 -0.541794 0.879160 0.255448 -0.420022 
1.555010 5.001953 4.084078 3.536915 -1.333568 -0.722915 0.945704 0.187513 -0.455372 
1.709010 4.003392 3.268756 2.830826 -1.480642 -0.936677 1.015288 0.111020 -0.481394 
1.914010 3.003069 2.451996 2.123491 -1.617948 -1.178298 1.098186 0.031249 -0.495121 
2.190010 2.001102 1.633893 1.414993 -1.711337 -1.406755 1.210719 -0.032011 -0.497104 
2.521010 1.001401 0.817640 0.708097 -1.702567 -1.529588 1.369464 -0.044144 -0.497444 
2.554010 0.902001 0.736481 0.637811 -1.694578 -1.532877 1.387932 -0.041579 -0.497741 
2.587010 0.801151 0.654137 0.566499 -1.685177 -1.534469 1.407103 -0.038274 -0.498075 
2.619010 0.701487 0.572761 0.496026 -1.674645 -1.534345 1.426451 -0.034328 -0.498424 
2.650010 0.602653 0.492064 0.426140 -1.663030 -1.532594 1.445999 -0.029771 -0.498770 
2.681010 0.500959 0.409031 0.354232 -1.649923 -1.529155 1.466454 -0.024440 -0.499109 
2.710010 0.402577 0.328703 0.284665 -1.636190 -1.524313 1.486533 -0.018696 -0.499399 
2.739010 0.300270 0.245169 0.212323 -1.620889 -1.517777 1.507673 -0.012149 -0.499639 
2.766010 0.200624 0.163809 0.141863 -1.605066 -1.510025 1.528473 -0.005251 -0.499791 
2.791010 0.103655 0.084634 0.073295 -1.588876 -1.501259 1.548871 0.001913 -0.499842 
2.816010 0.001027 0.000838 0.000726 -1.570979 -1.490766 1.570579 0.009933 -0.499772 
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ตารางที่ จ.9 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 3n 

อัตราส่วน 1   และ 0.50   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 2.847242 2.172852 1.793650 -0.005303 0.000000 0.005303 0.499995 -0.002121 
1.001010 6.127119 4.675867 3.859843 -0.053309 -0.000086 0.053245 0.499495 -0.021323 
1.003010 7.309029 5.577833 4.604400 -0.092069 -0.000442 0.091738 0.498492 -0.036826 
1.006010 8.133342 6.206902 5.123684 -0.130181 -0.001244 0.129250 0.496984 -0.052069 
1.013010 9.072702 6.923767 5.715444 -0.191824 -0.003937 0.188879 0.493444 -0.076713 
1.032010 10.010572 7.639496 6.306265 -0.302095 -0.014948 0.290963 0.483692 -0.120732 
1.065010 10.332148 7.884905 6.508846 -0.433407 -0.042108 0.402278 0.466263 -0.172845 
1.118010 10.009727 7.638852 6.305733 -0.589822 -0.098855 0.517631 0.437055 -0.233868 
1.205010 9.006521 6.873262 5.673753 -0.788754 -0.212781 0.636602 0.386309 -0.307996 
1.290010 8.004147 6.108307 5.042297 -0.949138 -0.338552 0.712220 0.334221 -0.362851 
1.386010 7.001614 5.343232 4.410741 -1.106086 -0.489686 0.772024 0.273810 -0.410201 
1.501010 6.004733 4.582469 3.782745 -1.269511 -0.675331 0.823228 0.201594 -0.450640 
1.649010 5.003099 3.818079 3.151755 -1.447432 -0.909692 0.871377 0.113437 -0.481650 
1.853010 4.002428 3.054424 2.521371 -1.639067 -1.201904 0.923529 0.009618 -0.496496 
2.155010 3.002006 2.290959 1.891145 -1.818380 -1.527796 0.996666 -0.093855 -0.489581 
2.586010 2.000286 1.526504 1.260101 -1.895564 -1.754135 1.122703 -0.145972 -0.477846 
3.071010 1.001127 0.764003 0.630671 -1.796142 -1.745646 1.320413 -0.106784 -0.488418 
3.117010 0.900008 0.686835 0.566969 -1.777466 -1.732716 1.343992 -0.098210 -0.490224 
3.161010 0.800436 0.610847 0.504243 -1.757892 -1.718286 1.367720 -0.089104 -0.491968 
3.203010 0.702131 0.535826 0.442315 -1.737516 -1.702523 1.391599 -0.079518 -0.493614 
3.244010 0.602331 0.459665 0.379445 -1.715869 -1.685113 1.416254 -0.069235 -0.495166 
3.284010 0.500393 0.381871 0.315228 -1.692870 -1.666014 1.441813 -0.058217 -0.496586 
3.321010 0.401039 0.306050 0.252639 -1.669701 -1.646258 1.467035 -0.047037 -0.497773 
3.356010 0.301385 0.229999 0.189860 -1.645824 -1.625450 1.492585 -0.035446 -0.498735 
3.389010 0.200968 0.153367 0.126602 -1.621225 -1.603613 1.518527 -0.023444 -0.499445 
3.419010 0.102648 0.078335 0.064664 -1.596719 -1.581516 1.544061 -0.011440 -0.499865 
3.447010 0.002948 0.002250 0.001857 -1.571545 -1.558512 1.570028 0.000929 -0.499996 
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ตารางที่ จ.10 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 4n 

อัตราส่วน 1   และ 0.50   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 4.270319 3.150590 2.539147 -0.005138 0.000000 0.005138 0.499995 -0.002141 
1.001010 7.583339 5.594896 4.509080 -0.051652 -0.000087 0.051582 0.499495 -0.021520 
1.002010 8.242930 6.081535 4.901276 -0.072886 -0.000244 0.072691 0.498994 -0.030365 
1.005010 9.167661 6.763790 5.451124 -0.115166 -0.000956 0.114401 0.497487 -0.047970 
1.012010 10.042576 7.409291 5.971351 -0.178654 -0.003528 0.175837 0.493947 -0.074378 
1.052010 10.915158 8.053072 6.490192 -0.375792 -0.030779 0.351383 0.473109 -0.155844 
1.148010 10.007317 7.383278 5.950386 -0.649241 -0.137757 0.541817 0.419120 -0.264951 
1.226010 9.007887 6.645910 5.356121 -0.816309 -0.247051 0.626394 0.371677 -0.326690 
1.312010 8.001929 5.903727 4.757975 -0.975489 -0.380535 0.687704 0.316538 -0.379735 
1.413010 7.000621 5.164973 4.162594 -1.141301 -0.547418 0.735427 0.249453 -0.426835 
1.539010 6.000348 4.426985 3.567828 -1.324688 -0.762020 0.773828 0.165174 -0.466590 
1.707010 5.003947 3.691852 2.975365 -1.534990 -1.043575 0.805953 0.058383 -0.492718 
1.957010 4.002742 2.953175 2.380045 -1.778448 -1.414619 0.839296 -0.072889 -0.492540 
2.364010 3.001583 2.214531 1.784752 -2.001716 -1.812394 0.900604 -0.194191 -0.460135 
2.953010 2.000519 1.475958 1.189515 -2.038822 -1.977528 1.040700 -0.220966 -0.448458 
3.599010 1.000032 0.737811 0.594622 -1.860879 -1.847671 1.272961 -0.141960 -0.479421 
3.659010 0.900172 0.664136 0.535245 -1.835178 -1.824128 1.300514 -0.129767 -0.482865 
3.717010 0.800528 0.590620 0.475997 -1.808526 -1.799329 1.328657 -0.117003 -0.486116 
3.773010 0.700587 0.516885 0.416572 -1.780890 -1.773285 1.357482 -0.103656 -0.489137 
3.826010 0.601656 0.443894 0.357747 -1.752747 -1.746483 1.386550 -0.089961 -0.491840 
3.877010 0.501297 0.369851 0.298073 -1.723506 -1.718395 1.416516 -0.075637 -0.494245 
3.925010 0.400801 0.295706 0.238318 -1.693635 -1.689496 1.446935 -0.060922 -0.496274 
3.969010 0.301865 0.222712 0.179490 -1.663757 -1.660419 1.477212 -0.046136 -0.497867 
4.010010 0.201765 0.148860 0.119970 -1.633160 -1.630496 1.508099 -0.030940 -0.499042 
4.047010 0.102409 0.075556 0.060893 -1.602530 -1.600420 1.538928 -0.015689 -0.499754 
4.081010 0.000369 0.000272 0.000219 -1.570911 -1.569265 1.570681 0.000080 -0.500000 
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ตารางที่ จ.11 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 
0.85n  อัตราส่วน 1   และ 0.75   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 0.055552 0.059673 0.062781 -0.005533 0.004221 0.007473 0.749995 -0.001583 
1.002010 1.240908 1.332952 1.402370 -0.078444 0.059440 0.105724 0.749022 -0.022519 
1.005010 2.081805 2.236222 2.352680 -0.123834 0.092889 0.166393 0.747568 -0.035728 
1.010010 3.027257 3.251803 3.421151 -0.175014 0.129081 0.233986 0.745154 -0.050910 
1.018010 4.061951 4.363245 4.590475 -0.234697 0.168479 0.311315 0.741317 -0.069144 
1.029010 5.017504 5.389676 5.670361 -0.297776 0.205925 0.390820 0.736083 -0.089197 
1.048010 6.012992 6.459004 6.795377 -0.382881 0.248118 0.493708 0.727131 -0.117783 
1.111010 6.922141 7.435589 7.822821 -0.581321 0.301533 0.710585 0.697732 -0.192391 
1.225010 6.006778 6.452329 6.788354 -0.824883 0.270511 0.931227 0.643318 -0.299440 
1.308010 5.008696 5.380214 5.660406 -0.961530 0.205337 1.036486 0.601715 -0.365709 
1.397010 4.008527 4.305858 4.530100 -1.085375 0.116333 1.124117 0.555281 -0.428426 
1.502010 3.006338 3.229332 3.397510 -1.208759 0.002357 1.208063 0.498913 -0.492378 
1.635010 2.005439 2.154192 2.266378 -1.336178 0.161796 1.297652 0.427333 -0.558886 
1.819010 1.003070 1.077472 1.133585 -1.466497 0.381467 1.407651 0.334164 -0.626849 
1.842010 0.901297 0.968150 1.018570 -1.479297 0.408021 1.420966 0.323401 -0.633593 
1.865010 0.803713 0.863328 0.908289 -1.491346 0.434275 1.434264 0.312890 -0.639985 
1.890010 0.702061 0.754136 0.793411 -1.503595 0.462441 1.448723 0.301773 -0.646545 
1.916010 0.600857 0.645425 0.679038 -1.515401 0.491291 1.463793 0.290571 -0.652956 
1.943010 0.500186 0.537287 0.565268 -1.526657 0.520739 1.479516 0.279352 -0.659187 
1.971010 0.400168 0.429851 0.452236 -1.537251 0.550689 1.495927 0.268190 -0.665209 
2.006010 0.280750 0.301574 0.317280 -1.548946 0.587225 1.516646 0.254955 -0.672138 
2.037010 0.179530 0.192846 0.202889 -1.557859 0.618698 1.535247 0.243941 -0.677750 
2.065010 0.091281 0.098052 0.103158 -1.564729 0.646367 1.552298 0.234599 -0.682417 
2.088010 0.020737 0.022275 0.023435 -1.569521 0.668534 1.566515 0.227379 -0.685979 
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ตารางที่ จ.12 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 1n 

อัตราส่วน 1   และ 0.75   

         

   
1.000000 0.000000   -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 0.136440   -0.005330 0.004264 0.007462 0.749995 -0.001599 
1.003010 2.322619   -0.092473 0.073222 0.129028 0.748566 -0.027878 
1.006010 3.220731   -0.130668 0.102412 0.181719 0.747141 -0.039583 
1.010010 4.054478   -0.168637 0.130377 0.233495 0.745248 -0.051407 
1.017010 5.063466   -0.219835 0.165939 0.302086 0.741952 -0.067734 
1.027010 6.009437   -0.277030 0.202063 0.376661 0.737273 -0.086611 
1.046010 7.027013   -0.361609 0.247018 0.482165 0.728458 -0.116004 
1.098010 7.761752   -0.527987 0.300094 0.670141 0.704508 -0.179793 
1.189010 7.001245   -0.733505 0.293341 0.864539 0.661824 -0.269836 
1.264010 6.008760   -0.866428 0.245671 0.970296 0.625048 -0.333778 
1.343010 5.000443   -0.985730 0.174430 1.054828 0.584554 -0.393942 
1.432010 4.007371   -1.101708 0.079159 1.130551 0.537106 -0.453993 
1.542010 3.000609   -1.223631 0.050593 1.207304 0.476908 -0.517712 
1.684010 2.003516   -1.351339 0.225631 1.291586 0.399605 -0.583915 
1.886010 1.001350   -1.481686 0.469115 1.400441 0.298705 -0.650382 
1.911010 0.901539   -1.493846 0.497806 1.413762 0.287485 -0.656637 
1.937010 0.802076   -1.505584 0.527179 1.427674 0.276190 -0.662734 
1.964010 0.703083   -1.516793 0.557141 1.442211 0.264889 -0.668644 
1.993010 0.601187   -1.527722 0.588669 1.457961 0.253265 -0.674535 
2.023010 0.500116   -1.537816 0.620524 1.474442 0.241832 -0.680156 
2.053010 0.402960   -1.546670 0.651561 1.491155 0.231036 -0.685322 
2.086010 0.300027   -1.554966 0.684703 1.509861 0.219937 -0.690507 
2.119010 0.200599   -1.561729 0.716744 1.528967 0.209696 -0.695204 
2.153010 0.101152   -1.567061 0.748544 1.549144 0.200096 -0.699562 
2.188010 0.001215   -1.570762 0.779929 1.570529 0.191283 -0.703569 
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ตารางที่ จ.13 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 2n 

อัตราส่วน 1   และ 0.75   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 1.711884 1.397747 1.210485 -0.004472 0.004472 0.007453 0.749996 -0.001677 
1.001010 5.398058 4.407496 3.817004 -0.044952 0.044788 0.074802 0.749567 -0.016879 
1.002010 6.377444 5.207161 4.509534 -0.063425 0.062965 0.105377 0.749139 -0.023846 
1.003010 7.017575 5.729826 4.962175 -0.077628 0.076787 0.128774 0.748711 -0.029224 
1.006010 8.211097 6.704333 5.806123 -0.109747 0.107387 0.181211 0.747429 -0.041474 
1.010010 9.135675 7.459247 6.459898 -0.141732 0.136692 0.232589 0.745721 -0.053829 
1.017010 10.063178 8.216550 7.115741 -0.184978 0.173941 0.300349 0.742739 -0.070850 
1.034010 11.001497 8.982685 7.779233 -0.262317 0.231942 0.415357 0.735515 -0.102427 
1.055010 11.242564 9.179515 7.949693 -0.334804 0.274260 0.514573 0.726584 -0.133579 
1.083010 11.012647 8.991788 7.787117 -0.413218 0.305331 0.611540 0.714585 -0.169112 
1.139010 10.000676 8.165518 7.071546 -0.539651 0.321977 0.744819 0.689964 -0.230292 
1.189010 9.001839 7.349971 6.365261 -0.634159 0.308197 0.827012 0.666997 -0.278705 
1.242010 8.015025 6.544240 5.667478 -0.723101 0.276149 0.892418 0.641458 -0.325807 
1.303010 7.012950 5.726050 4.958905 -0.815609 0.224673 0.949981 0.610474 -0.375767 
1.375010 6.008567 4.905975 4.248699 -0.914785 0.150435 1.001975 0.571783 -0.429650 
1.463010 5.002943 4.084886 3.537615 -1.024526 0.046625 1.050451 0.521759 -0.488606 
1.574010 4.005949 3.270844 2.832634 -1.148062 0.096930 1.097180 0.455533 -0.552590 
1.725010 3.000805 2.450147 2.121889 -1.292529 0.302940 1.146954 0.363323 -0.621671 
1.947010 2.000937 1.633758 1.414876 -1.458174 0.603431 1.209925 0.234687 -0.688865 
2.315010 1.000059 0.816545 0.707149 -1.612311 1.021053 1.324132 0.078937 -0.735187 
2.363010 0.900181 0.734995 0.636524 -1.621471 1.063979 1.341678 0.066011 -0.737645 
2.412010 0.801902 0.654750 0.567031 -1.628209 1.104593 1.360485 0.054798 -0.739678 
2.569010 0.500979 0.409048 0.354246 -1.631536 1.211773 1.428143 0.033078 -0.743942 
2.622010 0.400259 0.326810 0.283026 -1.626022 1.239643 1.454143 0.030967 -0.744848 
2.673010 0.301624 0.246275 0.213280 -1.617237 1.262247 1.481090 0.031665 -0.745524 
2.723010 0.201768 0.164743 0.142671 -1.60500                   1.280172 1.509709 0.035171 -0.745987 
2.771010 0.101183 0.082615 0.071547 -1.589443 1.293141 1.539694 0.041465 -0.746200 
2.816010 0.000563 0.000460 0.000398 -1.570910 1.301143 1.570621 0.050357 -0.746107 

         

 
 

tS  

h b

 
1.5h b  2h b  

A  
C  

B  *x  *y  
P  



103 
 

ตารางที่ จ.14 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 3n 

อัตราส่วน 1   และ 0.75   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 3.900473 2.976618 2.457144 -0.004027 0.004602 0.007478 0.749996 -0.001726 
1.001010 8.375750 6.391894 5.276392 -0.040478 0.046085 0.075035 0.749599 -0.017367 
1.002010 9.347519 7.133492 5.888568 -0.057119 0.064787 0.105689 0.749202 -0.024533 
1.004010 10.385558 7.925664 6.542492 -0.080725 0.090875 0.148824 0.748408 -0.034745 
1.006010 11.002436 8.396430 6.931100 -0.098882 0.110482 0.181640 0.747614 -0.042650 
1.013010 12.100552 9.234450 7.622870 -0.145777 0.158649 0.264440 0.744836 -0.063330 
1.038010 12.908457 9.850997 8.131819 -0.250945 0.248637 0.435924 0.734883 -0.111606 
1.091010 12.020620 9.173450 7.572516 -0.394062 0.319311 0.628830 0.713308 -0.182491 
1.132010 11.012984 8.404480 6.937745 -0.479848 0.331063 0.720940 0.695893 -0.227755 
1.174010 10.020425 7.647015 6.312472 -0.556946 0.323150 0.789893 0.677220 -0.269834 
1.222010 9.000770 6.868873 5.670130 -0.636625 0.298220 0.849016 0.654728 -0.314277 
1.276010 8.005983 6.109709 5.043454 -0.718896 0.256441 0.898957 0.627886 -0.360672 
1.340010 7.010587 5.350079 4.416393 -0.809147 0.193936 0.942939 0.593957 -0.411495 
1.419010 6.004110 4.581994 3.782352 -0.912422 0.103391 0.982129 0.549071 -0.468612 
1.518010 5.006760 3.820873 3.154061 -1.031895 0.024080 1.016149 0.488724 -0.531863 
1.650010 4.004616 3.056094 2.522750 -1.176767 0.208901 1.046045 0.403071 -0.602032 
1.839010 3.004198 2.292632 1.892526 -1.357781 0.486022 1.073801 0.276688 -0.674884 
2.152010 2.002264 1.528013 1.261347 -1.587452 0.924471 1.111857 0.085933 -0.733150 
2.763010 1.000500 0.763524 0.630275 -1.773656 1.480475 1.237594 -0.107417 -0.739948 
2.842010 0.900486 0.687200 0.567271 -1.773593 1.515914 1.262083 -0.112715 -0.739688 
2.921010 0.801044 0.611311 0.504626 -1.768255 1.543186 1.288970 -0.113665 -0.739969 
3.000010 0.700687 0.534724 0.441405 -1.757597 1.562420 1.318519 -0.110258 -0.740823 
3.077010 0.600478 0.458250 0.378277 -1.741935 1.573472 1.350230 -0.102648 -0.742178 
3.151010 0.500327 0.381821 0.315186 -1.721686 1.576841 1.383865 -0.091140 -0.743878 
3.221010 0.400307 0.305491 0.252177 -1.697388 1.573218 1.419112 -0.076142 -0.745712 
3.286010 0.300725 0.229496 0.189445 -1.669713 1.563461 1.455554 -0.058166 -0.747439 
3.346010 0.200521 0.153026 0.126320 -1.638935 1.548287 1.493284 -0.037479 -0.748844 
3.400010 0.100398 0.076618 0.063247 -1.605821 1.528602 1.531748 -0.014681 -0.749697 
3.447010 0.001780 0.001358 0.001121 -1.571430 1.505581 1.570102 0.009401 -0.749825 
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ตารางที่ จ.15 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 3n 

อัตราส่วน 1   และ 0.50   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 2.847242 2.172852 1.793650 -0.005303 0.000000 0.005303 0.499995 -0.002121 
1.001010 6.127119 4.675867 3.859843 -0.053309 -0.000086 0.053245 0.499495 -0.021323 
1.003010 7.309029 5.577833 4.604400 -0.092069 -0.000442 0.091738 0.498492 -0.036826 
1.006010 8.133342 6.206902 5.123684 -0.130181 -0.001244 0.129250 0.496984 -0.052069 
1.013010 9.072702 6.923767 5.715444 -0.191824 -0.003937 0.188879 0.493444 -0.076713 
1.032010 10.010572 7.639496 6.306265 -0.302095 -0.014948 0.290963 0.483692 -0.120732 
1.065010 10.332148 7.884905 6.508846 -0.433407 -0.042108 0.402278 0.466263 -0.172845 
1.118010 10.009727 7.638852 6.305733 -0.589822 -0.098855 0.517631 0.437055 -0.233868 
1.205010 9.006521 6.873262 5.673753 -0.788754 -0.212781 0.636602 0.386309 -0.307996 
1.290010 8.004147 6.108307 5.042297 -0.949138 -0.338552 0.712220 0.334221 -0.362851 
1.386010 7.001614 5.343232 4.410741 -1.106086 -0.489686 0.772024 0.273810 -0.410201 
1.501010 6.004733 4.582469 3.782745 -1.269511 -0.675331 0.823228 0.201594 -0.450640 
1.649010 5.003099 3.818079 3.151755 -1.447432 -0.909692 0.871377 0.113437 -0.481650 
1.853010 4.002428 3.054424 2.521371 -1.639067 -1.201904 0.923529 0.009618 -0.496496 
2.155010 3.002006 2.290959 1.891145 -1.818380 -1.527796 0.996666 -0.093855 -0.489581 
2.586010 2.000286 1.526504 1.260101 -1.895564 -1.754135 1.122703 -0.145972 -0.477846 
3.071010 1.001127 0.764003 0.630671 -1.796142 -1.745646 1.320413 -0.106784 -0.488418 
3.117010 0.900008 0.686835 0.566969 -1.777466 -1.732716 1.343992 -0.098210 -0.490224 
3.161010 0.800436 0.610847 0.504243 -1.757892 -1.718286 1.367720 -0.089104 -0.491968 
3.203010 0.702131 0.535826 0.442315 -1.737516 -1.702523 1.391599 -0.079518 -0.493614 
3.244010 0.602331 0.459665 0.379445 -1.715869 -1.685113 1.416254 -0.069235 -0.495166 
3.284010 0.500393 0.381871 0.315228 -1.692870 -1.666014 1.441813 -0.058217 -0.496586 
3.321010 0.401039 0.306050 0.252639 -1.669701 -1.646258 1.467035 -0.047037 -0.497773 
3.356010 0.301385 0.229999 0.189860 -1.645824 -1.625450 1.492585 -0.035446 -0.498735 
3.389010 0.200968 0.153367 0.126602 -1.621225 -1.603613 1.518527 -0.023444 -0.499445 
3.419010 0.102648 0.078335 0.064664 -1.596719 -1.581516 1.544061 -0.011440 -0.499865 
3.434010 0.050337 0.038414 0.031710 -1.583545 -1.569513 1.557680 -0.004971 -0.499972 
3.447010 0.002948 0.002250 0.001857 -1.571545 -1.558512 1.570028 0.000929 -0.499996 
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ตารางที่ จ.16 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 3n 

อัตราส่วน 1   และ 0.25   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 

1.000001 2.657488 2.028043 1.674112 -0.002365 -0.001455 0.001273 0.249999 -0.000546 
1.000003 3.191462 2.435541 2.010495 -0.004096 -0.002521 0.002205 0.249998 -0.000945 
1.000012 4.020916 3.068533 2.533018 -0.008192 -0.005041 0.004411 0.249993 -0.001890 
1.000045 5.011497 3.824488 3.157045 -0.015863 -0.009762 0.008541 0.249973 -0.003661 
1.000133 6.002456 4.580731 3.781310 -0.027272 -0.016785 0.014683 0.249920 -0.006293 
1.000336 7.002119 5.343617 4.411059 -0.043347 -0.026686 0.023335 0.249797 -0.010001 
1.000752 8.001517 6.106300 5.040640 -0.064851 -0.039943 0.034899 0.249547 -0.014958 
1.002001 9.395069 7.169780 5.918523 -0.105797 -0.065255 0.056876 0.248794 -0.024382 
1.003001 10.031097 7.655160 6.319195 -0.129574 -0.080011 0.069603 0.248191 -0.029841 
1.006001 11.190511 8.539959 7.049580 -0.183274 -0.113556 0.098214 0.246382 -0.042123 
1.010001 12.086200 9.223497 7.613829 -0.236672 -0.147299 0.126427 0.243971 -0.054248 
1.017001 13.018336 9.934849 8.201037 -0.308738 -0.193642 0.164020 0.239752 -0.070428 
1.032001 14.039194 10.713910 8.844138 -0.424021 -0.270259 0.222679 0.230722 -0.095720 
1.090001 14.925349 11.390173 9.402381 -0.713202 -0.481036 0.359220 0.196084 -0.154310 
1.205001 14.005827 10.688446 8.823118 -1.076962 -0.795459 0.506034 0.130343 -0.212505 
1.288001 13.008401 9.927268 8.194779 -1.271144 -0.988868 0.574283 0.086923 -0.233645 
1.374001 12.001256 9.158672 7.560317 -1.436343 -1.167938 0.628928 0.046648 -0.244956 
1.468001 11.000236 8.394752 6.929715 -1.584556 -1.340146 0.677554 0.008769 -0.249314 
1.574001 10.006452 7.636352 6.303670 -1.718234 -1.505270 0.724096 -0.026115 -0.248227 
1.698001 9.000726 6.868839 5.670102 -1.836869 -1.660734 0.772238 -0.057134 -0.243100 
1.841001 8.002078 6.106729 5.040994 -1.932021 -1.794017 0.823528 -0.081810 -0.236056 
2.006001 7.002474 5.343888 4.411282 -1.997838 -1.895906 0.880632 -0.098848 -0.229528 
2.193001 6.004189 4.582054 3.782402 -2.029223 -1.958361 0.945534 -0.107427 -0.225693 
2.401001 5.004333 3.819021 3.152533 -2.024514 -1.978386 1.020382 -0.107492 -0.225690 
2.626001 4.002466 3.054454 2.521396 -1.984758 -1.956926 1.107003 -0.099282 -0.229433 
2.859001 3.001930 2.290902 1.891098 -1.913449 -1.898155 1.206334 -0.083275 -0.235721 
3.086001 2.003600 1.529033 1.262189 -1.815959 -1.808563 1.318241 -0.060320 -0.242613 
3.289001 1.003083 0.765496 0.631903 -1.698881 -1.695952 1.441197 -0.031788 -0.247971 
3.375001 0.502123 0.383192 0.316318 -1.635664 -1.634024 1.505500 -0.016124 -0.249479 
3.447001 0.006113 0.004665 0.003851 -1.571591 -1.570772 1.570000 -0.000158 -0.250000 
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ตารางที่ จ.17 เปรียบเทียบค่าน ้าหนักบรรทุกวิกฤต
CRP กรณีวัสดุแบบไม่เชิงเส้นแบบลุดวิกชนิด  

Bi-modulus ท่ีค่า 0.85,  1n และ 2  อัตราส่วนระหว่างความกว้างต่อสูงและอัตราส่วน 0.50   
 

   
    Remark 
         

0.1 15.371992 16.512205 17.372130 16.723655 21.291183 17.384179 15.055140  

0.15 10.406654 11.178565 11.760724 11.330196 14.495697 11.835687 10.250005  

0.2 7.977150 8.568853 9.015103 8.693888 11.191730 9.138009 7.913748  

0.25 6.566011 7.053043 7.420353 7.164805 9.288195 7.583780 6.567746  

0.3 5.668622 6.089091 6.406199 6.194358 8.090692 6.606022 5.720983  

0.35 5.070072 5.446144 5.729769 5.549028 7.304579 5.964164 5.165118  

0.4 4.664531 5.010522 5.271461 5.113949 6.785975 5.540725 4.798409  

0.45 4.395258 4.721275 4.967150 4.827705 6.458956 5.273715 4.567171  

0.50 4.230769 4.544585 4.781259 4.656500 6.283209 5.130219 4.442900  

0.55 4.154597 4.462763 4.695176 4.582947 6.240183 5.095088 4.412476  

0.60 4.160612 4.469224 4.701973 4.601347 6.327727 5.166567 4.474379  

0.65 4.251953 4.567340 4.805199 4.716502 6.559982 5.356203 4.638608  

0.70 4.442418 4.771933 5.020446 4.945910 6.973106 5.693517 4.930730  

0.75 4.762029 5.115251 5.381644 5.326824 7.640376 6.238341 5.402562  

0.80 5.271194 5.662183 5.957060 5.934421 8.711571 7.112968 6.160011  

0.85 6.099781 6.552231 6.893459 6.932582 10.527629 8.595773 7.444158  

0.90 7.580448 8.142725 8.566783 8.752022 14.051122 11.472693 9.935643  
 
 
 
 
 
 
 

h b
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ตารางที่ จ.18 เปรียบเทียบค่าน ้าหนักบรรทุกวิกฤต
CRP กรณีวัสดุแบบไม่เชิงเส้นแบบลุดวิกชนิด  

Bi-modulus ท่ีค่า 0.85,  1n และ 2  อัตราส่วนระหว่างความกว้างต่อสูงและอัตราส่วน 1   
 

   
    Remark 
         

0.1 15.37199 16.5122 17.37213 16.72366 31.32928 25.58025 22.15315  

0.15 10.40665 11.17857 11.76072 11.3302 21.32994 17.41583 15.08255  

0.2 7.97715 8.568853 9.015103 8.693888 16.46827 13.44628 11.64482  

0.25 6.566011 7.053043 7.420353 7.164805 13.66728 11.15928 9.664224  

0.3 5.668622 6.089091 6.406199 6.194358 11.90519 9.720546 8.41824  

0.35 5.070072 5.446144 5.729769 5.549028 10.74845 8.776073 7.600302  

0.4 4.664531 5.010522 5.271461 5.113949 9.98534 8.152996 7.060702  

0.45 4.395258 4.721275 4.96715 4.827705 9.504143 7.7601 6.720444  

0.50 4.230769 4.544585 4.781259 4.6565 9.245538 7.54895 6.537582  

0.55 4.154597 4.462763 4.695176 4.582947 9.182226 7.497256 6.492814  

0.60 4.160612 4.469224 4.701973 4.601347 9.311043 7.602435 6.583902  

0.65 4.251953 4.56734 4.805199 4.716502 9.652799 7.881477 6.82556  

0.70 4.442418 4.771933 5.020446 4.94591 10.2607 8.377824 7.255409  

0.75 4.762029 5.115251 5.381644 5.326824 11.24256 9.179515 7.949693  

0.80 5.271194 5.662183 5.95706 5.934421 12.81879 10.4665 9.064255  

0.85 6.099781 6.552231 6.893459 6.932582 15.49106 12.6484 10.95384  

0.90 7.580448 8.142725 8.566783 8.752022 20.67577 16.88169 14.61997  
 
 
 
 
 
 
 

1cE   

1tE   

h b

 
1.5h b  2h b  h b

 
1.5h b  2h b  h b

 

2n   0.85n     

CRP  
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ตารางที่ จ.19 เปรียบเทียบค่าน ้าหนักบรรทุกวิกฤต
CRP กรณีวัสดุแบบไม่เชิงเส้นแบบลุดวิกชนิด  

Bi-modulus ท่ีค่า 0.85,  1n และ 2  อัตราส่วนระหว่างความกว้างต่อสูงและอัตราส่วน 2   
 

   
    Remark 
         

0.1 30.743983 33.024410 34.744261 33.447311 42.582367 34.768357 30.110280  

0.15 20.813309 22.357130 23.521449 22.660392 28.991393 23.671374 20.500011  

0.2 15.954300 17.137706 18.030206 17.387776 22.383460 18.276018 15.827496  

0.25 13.132031 14.106096 14.840716 14.329610 18.576391 15.167560 13.135489  

0.3 11.337244 12.178181 12.812399 12.388717 16.181384 13.212045 11.441966  

0.35 10.140145 10.892287 11.459538 11.098055 14.609158 11.928328 10.330235  

0.4 9.329063 10.021043 10.542921 10.227898 13.571950 11.081450 9.596818  

0.45 8.790516 9.442550 9.934300 9.655409 12.917912 10.547431 9.134343  

0.5 8.461546 9.089179 9.562527 9.312999 12.566431 10.260448 8.885808  

0.55 8.309194 8.925526 9.390352 9.165894 12.480367 10.190177 8.824952  

0.6 8.321224 8.938448 9.403947 9.202693 12.655454 10.333135 8.948757  

0.65 8.503905 9.134680 9.610397 9.433005 13.119964 10.712405 9.277215  

0.7 8.884836 9.543866 10.040893 9.891820 13.946211 11.387034 9.861461  

0.75 9.524069 10.230514 10.763301 10.653649 15.280720 12.476655 10.805100  

0.8 10.542388 11.324367 11.914119 11.868841 17.423141 14.225935 12.320021  

0.85 12.199563 13.104462 13.786919 13.865164 21.055258 17.191546 14.888316  

0.9 15.160895 16.285450 17.133567 17.504044 28.102243 22.945385 19.871287  
 
 
 
 
 
 

2n   0.85n     

h b

 
1.5h b  2h b  h b

 
1.5h b  2h b  h b

 

CRP  

2cE   

1tE   
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ตารางที่ จ.20 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 4n 

อัตราส่วน 1   และ 0.50   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 4.270319 3.150590 2.539147 -0.005138 0.000000 0.005138 0.499995 -0.002141 
1.001010 7.583339 5.594896 4.509080 -0.051652 -0.000087 0.051582 0.499495 -0.021520 
1.002010 8.242930 6.081535 4.901276 -0.072886 -0.000244 0.072691 0.498994 -0.030365 
1.005010 9.167661 6.763790 5.451124 -0.115166 -0.000956 0.114401 0.497487 -0.047970 
1.012010 10.042576 7.409291 5.971351 -0.178654 -0.003528 0.175837 0.493947 -0.074378 
1.052010 10.915158 8.053072 6.490192 -0.375792 -0.030779 0.351383 0.473109 -0.155844 
1.148010 10.007317 7.383278 5.950386 -0.649241 -0.137757 0.541817 0.419120 -0.264951 
1.226010 9.007887 6.645910 5.356121 -0.816309 -0.247051 0.626394 0.371677 -0.326690 
1.312010 8.001929 5.903727 4.757975 -0.975489 -0.380535 0.687704 0.316538 -0.379735 
1.413010 7.000621 5.164973 4.162594 -1.141301 -0.547418 0.735427 0.249453 -0.426835 
1.539010 6.000348 4.426985 3.567828 -1.324688 -0.762020 0.773828 0.165174 -0.466590 
1.707010 5.003947 3.691852 2.975365 -1.534990 -1.043575 0.805953 0.058383 -0.492718 
1.957010 4.002742 2.953175 2.380045 -1.778448 -1.414619 0.839296 -0.072889 -0.492540 
2.364010 3.001583 2.214531 1.784752 -2.001716 -1.812394 0.900604 -0.194191 -0.460135 
2.953010 2.000519 1.475958 1.189515 -2.038822 -1.977528 1.040700 -0.220966 -0.448458 
3.599010 1.000032 0.737811 0.594622 -1.860879 -1.847671 1.272961 -0.141960 -0.479421 
3.659010 0.900172 0.664136 0.535245 -1.835178 -1.824128 1.300514 -0.129767 -0.482865 
3.717010 0.800528 0.590620 0.475997 -1.808526 -1.799329 1.328657 -0.117003 -0.486116 
3.773010 0.700587 0.516885 0.416572 -1.780890 -1.773285 1.357482 -0.103656 -0.489137 
3.826010 0.601656 0.443894 0.357747 -1.752747 -1.746483 1.386550 -0.089961 -0.491840 
3.877010 0.501297 0.369851 0.298073 -1.723506 -1.718395 1.416516 -0.075637 -0.494245 
3.925010 0.400801 0.295706 0.238318 -1.693635 -1.689496 1.446935 -0.060922 -0.496274 
3.969010 0.301865 0.222712 0.179490 -1.663757 -1.660419 1.477212 -0.046136 -0.497867 
4.010010 0.201765 0.148860 0.119970 -1.633160 -1.630496 1.508099 -0.030940 -0.499042 
4.047010 0.102409 0.075556 0.060893 -1.602530 -1.600420 1.538928 -0.015689 -0.499754 
4.058010 0.070719 0.052176 0.042050 -1.592723 -1.590767 1.548784 -0.010799 -0.499883 
4.064010 0.052935 0.039055 0.031475 -1.587213 -1.585340 1.554318 -0.008052 -0.499935 
4.071010 0.031700 0.023388 0.018849 -1.580631 -1.578852 1.560927 -0.004769 -0.499977 
4.077010 0.013050 0.009628 0.007760 -1.574846 -1.573147 1.566733 -0.001883 -0.499996 
4.081010 0.000369 0.000272 0.000219 -1.570911 -1.569265 1.570681 0.000080 -0.500000 

 

P  
tS  

h b

 
1.5h b  2h b  

A  
C  

B  *x  *y  
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ตารางที่ จ.21 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 4n 

อัตราส่วน 1   และ 0.75   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 5.824887 4.297532 3.463499 -0.003752 0.004690 0.007505 0.749996 -0.001759 
1.001010 10.322209 7.615601 6.137622 -0.037725 0.046972 0.075296 0.749621 -0.017700 
1.002010 11.196548 8.260678 6.657507 -0.053239 0.066032 0.106047 0.749246 -0.025002 
1.004010 12.092148 8.921441 7.190034 -0.075253 0.092617 0.149300 0.748496 -0.035405 
1.009010 13.073387 9.645387 7.773482 -0.113013 0.136426 0.221996 0.746617 -0.053406 
1.029010 13.843658 10.213684 8.231488 -0.204294 0.228307 0.386085 0.739059 -0.098154 
1.073010 13.008960 9.597854 7.735174 -0.329304 0.310431 0.574675 0.722018 -0.163098 
1.109010 12.004886 8.857060 7.138148 -0.407503 0.333379 0.669377 0.707468 -0.205898 
1.146010 11.010202 8.123194 6.546705 -0.477601 0.336149 0.739917 0.691814 -0.245415 
1.187010 10.015319 7.389182 5.955144 -0.547860 0.323532 0.798439 0.673542 -0.285794 
1.235010 9.000264 6.640287 5.351589 -0.623547 0.294591 0.849646 0.650836 -0.329744 
1.290010 8.012258 5.911348 4.764117 -0.704234 0.248399 0.892833 0.623026 -0.376597 
1.358010 7.000762 5.165078 4.162678 -0.797632 0.177875 0.930822 0.586009 -0.430098 
1.441010 6.008115 4.432715 3.572446 -0.904613 0.077829 0.961865 0.537071 -0.489340 
1.549010 5.006834 3.693981 2.977081 -1.034948 0.067884 0.986211 0.467922 -0.556806 
1.697010 4.001702 2.952408 2.379427 -1.200078 0.285285 1.002354 0.365598 -0.631568 
1.918010 3.001890 2.214758 1.784934 -1.419332 0.625720 1.009150 0.206421 -0.705258 
2.325010 2.000771 1.476145 1.189666 -1.726512 1.205720 1.016316 -0.050996 -0.741784 
3.224010 1.000033 0.737812 0.594623 -1.915943 1.791866 1.159196 -0.238984 -0.710521 
3.331010 0.900391 0.664298 0.535376 -1.900532 1.799617 1.191047 -0.230804 -0.713350 
3.436010 0.800738 0.590775 0.476121 -1.878998 1.797414 1.225739 -0.217725 -0.717537 
3.538010 0.700926 0.517135 0.416773 -1.852048 1.786469 1.263029 -0.200254 -0.722666 
3.636010 0.600854 0.443303 0.357270 -1.820394 1.767968 1.302668 -0.178888 -0.728287 
3.729010 0.500440 0.369219 0.297563 -1.784708 1.743021 1.344404 -0.154109 -0.733954 
3.815010 0.400820 0.295720 0.238329 -1.746106 1.713043 1.387447 -0.126734 -0.739188 
3.894010 0.300998 0.222072 0.178974 -1.704868 1.678767 1.431906 -0.097017 -0.743682 
3.965010 0.201168 0.148419 0.119615 -1.661658 1.641138 1.477382 -0.065497 -0.747125 
4.028010 0.100132 0.073876 0.059539 -1.616483 1.600463 1.524112 -0.032253 -0.749300 
4.055010 0.051464 0.037970 0.030601 -1.594362 1.580163 1.546776 -0.015898 -0.749827 
4.081010 0.000239 0.000176 0.000142 -1.570906 1.558414 1.570685 0.001479 -0.749995 

 

P  
tS  

h b

 
1.5h b  2h b  

A  
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B  *x  *y  
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ตารางที่ จ.22 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 
0.85n  อัตราส่วน 0.50   และ 0.25   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 0.038218 0.041053 0.043191 -0.007473 -0.004221 0.005533 0.249995 -0.001583 
1.003010 1.085228 1.165724 1.226433 -0.129568 -0.073440 0.095882 0.248457 -0.027409 
1.009010 2.023910 2.174033 2.287252 -0.223883 -0.127746 0.165485 0.245392 -0.047231 
1.019010 3.029112 3.253796 3.423247 -0.324494 -0.187179 0.239411 0.240314 -0.068143 
1.034010 4.042953 4.342838 4.569005 -0.432586 -0.253494 0.318347 0.232771 -0.090210 
1.056010 5.017805 5.389999 5.670701 -0.552347 -0.330874 0.405139 0.221880 -0.113994 
1.096010 6.001276 6.446419 6.782137 -0.716220 -0.445183 0.522867 0.202647 -0.144993 
1.180010 6.566011 7.053043 7.420353 -0.959173 -0.637353 0.696872 0.164950 -0.186313 
1.307010 6.002964 6.448233 6.784045 -1.205708 -0.867712 0.879932 0.115695 -0.220173 
1.431010 5.000854 5.371791 5.651544 -1.369537 -1.046947 1.016112 0.076990 -0.236624 
1.549010 4.000536 4.297274 4.521069 -1.478427 -1.183471 1.125591 0.048485 -0.244259 
1.673010 3.005971 3.228938 3.397095 -1.554832 -1.295211 1.229035 0.026648 -0.247816 
1.809010 2.000394 2.148772 2.260676 -1.600868 -1.383333 1.336058 0.011544 -0.249202 
1.953010 1.001098 1.075354 1.131356 -1.609226 -1.438548 1.449341 0.005361 -0.249616 
1.967010 0.905090 0.972224 1.022856 -1.607721 -1.441755 1.460669 0.005324 -0.249635 
1.982010 0.801984 0.861471 0.906335 -1.605610 -1.444738 1.472920 0.005405 -0.249651 
1.996010 0.705321 0.757639 0.797095 -1.603151 -1.447084 1.484486 0.005598 -0.249664 
2.011010 0.601330 0.645933 0.679572 -1.599992 -1.449127 1.497009 0.005931 -0.249674 
2.025010 0.503634 0.540991 0.569164 -1.596528 -1.450576 1.508846 0.006366 -0.249680 
2.039010 0.405146 0.435197 0.457861 -1.592539 -1.451567 1.520847 0.006926 -0.249681 
2.053010 0.305669 0.328342 0.345442 -1.588001 -1.452081 1.533032 0.007616 -0.249677 
2.067010 0.204980 0.220184 0.231651 -1.582879 -1.452097 1.545423 0.008445 -0.249666 
2.081010 0.102820 0.110446 0.116198 -1.577136 -1.451589 1.558047 0.009421 -0.249646 
2.088010 0.051096 0.054887 0.057745 -1.574018 -1.451129 1.564456 0.009967 -0.249632 
2.091010 0.028785 0.030920 0.032530 -1.572629 -1.450888 1.567223 0.010213 -0.249625 
2.093010 0.013857 0.014884 0.015659 -1.571684 -1.450713 1.569076 0.010381 -0.249620 

         
         

 
 

tS  

h b

 
1.5h b  2h b  
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B  *x  *y  
P  
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ตารางที่ จ.23 ความสัมพันธ์ระหว่าง *, , , , ,t A C BS P x       และ *y  โดยพิจารณาค่าคงท่ี 
0.85n  อัตราส่วน 0.50   และ 0.50   

         

   
1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
1.000010 0.027386 0.029417 0.030949 -0.006256 0.000000 0.006256 0.499995 -0.002030 
1.001010 0.411744 0.442285 0.465319 -0.062869 -0.000082 0.062831 0.499495 -0.020410 
1.002010 0.614503 0.660083 0.694459 -0.088685 -0.000231 0.088578 0.498994 -0.028797 
1.003010 0.775841 0.833388 0.876790 -0.108520 -0.000423 0.108326 0.498494 -0.035246 
1.004010 0.914419 0.982246 1.033399 -0.125249 -0.000649 0.124951 0.497993 -0.040688 
1.005010 1.037809 1.114788 1.172845 -0.139989 -0.000906 0.139574 0.497491 -0.045487 
1.017010 2.021523 2.171469 2.284555 -0.257764 -0.005597 0.255218 0.491453 -0.083971 
1.040010 3.029998 3.254747 3.424248 -0.394745 -0.019720 0.385903 0.479766 -0.129157 
1.094010 4.007922 4.305208 4.529416 -0.602640 -0.067342 0.573497 0.451823 -0.198678 
1.152010 4.230769 4.544585 4.781259 -0.762204 -0.131118 0.707731 0.421225 -0.252426 
1.235010 4.000371 4.297098 4.520883 -0.938614 -0.233974 0.847442 0.376996 -0.311228 
1.406010 3.000408 3.222962 3.390808 -1.200204 -0.459406 1.047362 0.288099 -0.393501 
1.582010 2.002424 2.150953 2.262970 -1.381535 -0.681960 1.198774 0.206499 -0.443287 
1.806010 1.003251 1.077667 1.133790 -1.520836 -0.923558 1.361904 0.126619 -0.475429 
1.833010 0.900030 0.966789 1.017138 -1.531629 -0.948658 1.380789 0.119152 -0.477746 
1.859010 0.803299 0.862884 0.907821 -1.540856 -0.971932 1.398968 0.112436 -0.479744 
1.887010 0.701792 0.753847 0.793106 -1.549518 -0.995992 1.418577 0.105736 -0.481662 
1.915010 0.602742 0.647450 0.681168 -1.556856 -1.018989 1.438267 0.099599 -0.483359 
1.944010 0.502333 0.539594 0.567695 -1.563046 -1.041660 1.458814 0.093856 -0.484906 
1.974010 0.400418 0.430119 0.452518 -1.567920 -1.063854 1.480293 0.088588 -0.486301 
2.004010 0.300066 0.322324 0.339110 -1.571207 -1.084737 1.502066 0.084027 -0.487506 
2.034010 0.200758 0.215649 0.226880 -1.572852 -1.104267 1.524222 0.080204 -0.488538 
2.064010 0.101909 0.109468 0.115169 -1.572779 -1.122398 1.546866 0.077156 -0.489408 
2.077010 0.059026 0.063404 0.066706 -1.572185 -1.129804 1.556866 0.076089 -0.489737 
2.085010 0.032612 0.035031 0.036856 -1.571648 -1.134224 1.563076 0.075511 -0.489926 
2.091010 0.012770 0.013718 0.014432 -1.571156 -1.137468 1.567766 0.075116 -0.490060 
2.094010 0.002838 0.003049 0.003208 -1.570882 -1.139068 1.570122 0.074932 -0.490125 

         
         

 
 

P  
tS  

h b

 
1.5h b  2h b  

A  
C  

B  *x  *y  



113 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ฉ 
ผลงานตีพิมพ์เผยแพร ่

 
 
 
 
 
 
 
 
 



114 

 
 

 



115 

 
 
 
 
 



116 

 

 
 



117 

 

 
 
 
 



118 

 
 

 
 
 



119 

 
 
 

 
 



120 

 
 
 
 

 



121 

 
 
 
 
 



122 

 
 
 
 
 



123 

 
 
 
 
 



124 

 
 
 
 
 



125 

 
 
 
 
 



126 

 
 
 
 
 



127 

 
 
 
 
 



128 

 
 
 
 
 



129 

 
 



130 
 

ประวัติผู้เขียน 
 
ชื่อ - สกุล   นายขจรเกียรติ  รักษา 
วัน เดือน ปีเกิด   4 สิงหาคม 2518 
ที่อยู ่    111/149 หมู่ท่ี 7 ซอยมาสุข 2 ต าบลท่าไม้ อ าเภอกระทุ่มแบน       
                                        จังหวัดสมุทรสาคร 74110 
ประวัติการศึกษา  ปริญญาตรี คณะครุศาสตรอุตสาหกรรมบัณฑิต สาขาวิศวกรรมโยธา  

มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกล้าธนบุรี  
ประวัติการท างาน 
พ.ศ. 2542 ถึง พ.ศ. 2544 ครูพิเศษสอน 

สังกัดฝ่าย/กอง ส านักงานคณะกรรมการการอาชีวศึกษา 
ช่ือหน่วยงาน วิทยาลัยเทคนิคนครปฐม จังหวัดนครปฐม 

พ.ศ. 2544 ถึง ปัจจุบัน  ครู วิทยฐานะ ช านาญการ 
สังกัดฝ่าย/กอง ส านักงานคณะกรรมการการอาชีวศึกษา 
ช่ือหน่วยงาน วิทยาลัยเทคนิคสระแก้ว จังหวัดสระแก้ว 

เบอร์โทรศัพท ์   08 – 9234 - 1133  
อีเมล ์    kha_john_kiat@hotmail.co.th  
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