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ปการศึกษา   2563 

 

บทคัดยอ 
 

วิทยานิพนธนี้ไดทําการศึกษาเสถียรภาพของอิลาสติกคาภายใตแรงอัดในแนวแกนและน้ําหนัก

ของตัวเองโดยอาศัยแรงภายนอกในแนวราบแบบจุดกระทําท่ีก่ึงกลาง โดยท่ีปลายดานหนึ่งของอิลา-สติกคา

เปนแบบยึดแนนในขณะท่ีปลายอีกดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบสลีฟ (Sleeve Support) ท่ีก่ึงกลาง

ของอิลาสติกคามีแรงในแนวราบมากระทําซ่ึงเปนเครื่องมือในการตรวจสอบเสถียรภาพของอิลา-สติกคา ผล

ฉลยของปญหาสามารถคํานวณไดโดยใชวิธียิงเปา ซ่ึงทําไดโดยการอินทิเกรตระบบสมการอนุพันธครอบคลุม

ปญหาดวยวิธีเชิงตัวเลข (วิธีรุงเง - คุตตา อันดับ 7) โดยจะตองสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขตของปญหา  

ภายหลังจากการคํานวณ ผลลัพธท่ีจะนํามาทําการวิเคราะห คือแรงท่ีก่ึงกลาง P  และระยะ

เคลื่อนตัวในแนวราบ h   ภายใตสภาวะของน้ํ าหนักบรรทุกของตัวเองท่ีแปรผันจาก 0.00-7.50                  

(W = 0.00 – 7.50).ความสัมพันธระหวางท่ีก่ึงกลาง P  และระยะเคลื่อนตัวในแนวราบ h  แสดงไดโดย

กราฟความสัมพันธระหวาง h  และ P  ซ่ึงความชันของเสนความสัมพันธคือคาสติฟเนสของอิลาสติกคาตอ

แรงกระทําท่ีก่ึงกลาง P  หากมีคาปนบวกแสดงถึงความมีเสถียรภาพในทางกลับกันหากมีคาเปนลบแสดงถึง

ความไรเสถียรภาพ  

จากการศึกษาพบวา น้ําหนักของตัวเองของอิลาสติกคาสามารถทําใหเกิดการสูญเสียเสถียรภาพ

ไดเม่ือความยาวสวนโคงท้ังหมดเพ่ิมข้ึนจนเกินคาวิกฤติ และจากการทดลองโดยใชวัสดุแผนโพลี-คารบอเนต

ท่ีมีความยืดหยุนสูงใหคาสอดคลองและเปนไปตามผลการคํานวณเชิงทฤษฎี 

 

คําสําคัญ : อิลาสติกคา  วิธียิงเปา  เสถียรภาพ  แรงในแนวราบ 
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ABSTRACT 
 

This thesis aims to study the stability of an elastica under compression and self-

weight using an external point load acting horizontally at the mid-length. One end of the 

elastica is clamped while the other end is placed on the sleeve support. At the mid-length 

of the elastica, there is a horizontal force served as a tool for investigating the stability           

of the elastica.   The solution to the problem can be computed using the shooting 

method.  The governing differential equations are integrated numerically ( i.e. , 7 thorder 

Runge-Kutta shceme) to satisfy boundary conditions.  

After the calculation, the results of the force P  and horizontal displacement h  

were  analysed by varying the self-weight from 0.00 – 7.50 (W = 0.00 – 7.50).The force P  

and horizontal displacement h  were plotted to show the relationship between them. The 

slope of the curves represents the stiffness of the elastica against the mid-length force P . 

The positive value of the slope means a stable state while the negative value indicates       

an unstable state. 

From the study, the self-weight of the elastica caused the instability when the 

total arc-length was increased beyond a critical value.  The results from the experiment 

using the high flexibility specimens ( i.e. , polycarbonate sheets)  exhibit good agreement 

with those from the theoretical results. 
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บทท่ี 1 

บทนํา 
 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ปญหาแอนตัวมากของคานและการมีเสถียรภาพจัดเปนปญหาทางอิลาสติกคาท่ีนาสนใจมาก

ปญหาหนึ่ง  ซ่ึงพบมากในงานวิศวกรรมชายฝง  อันไดแก  งานขุดเจาะน้ํามันหรือแกสธรรมชาติใตทะเล

ซ่ึงตองใชทอสง (Marine Riser) เปนตัวลําเลียงน้ํามันหรือแกสธรรมชาติ จากตําแหนงแทน ขุดเจาะท่ีอยู

ใตทะเลมายังเรือเดินสมุทร  หรือโครงสรางลอยน้ํา  หรือแมแตงานระบบทอสงน้ําประปาก็ตาม  ดังนั้น

ทอสง(Riser)  จึงเปรียบเสมือนกับคานท่ีมีจุดรองรับแบบยึดแนน  สวนปลายอีกดานหนึ่งวางพาดอยูบน

จุดรองรับแบบไรแรงเสียดทาน  ซ่ึงปญหาในลักษณะนี้จะท่ีสมการครอบคลุมปญหา(Governing 

Equations)  ท่ีมีความไรเชิงเสน  ( Non-linear governing equations )  สูง  โดยท่ัวไปจะใชวิธีการ

แกปญหาในลักษณะนี้ทําไดโดย 3 วิธีหลัก คือ วิธีอีลิปติคอินทิกรัล (Elliptic Integral Method), วิธียิง

เปา(Shooting Method)  และวิธีไฟไนตเอลิเมนต(Finite Element Method) โดยวิธีแรกเปนวิธี  เชิง

วิเคราะหไดคําตอบในรูปแบบปดซ่ึงจะแสดงถึงพฤติกรรมการแอนตัวของคานและใหผลลัพธแบบแมน

ตรง  อยางไรก็ตามวิธีนี้ยังมีขอจํากัดคือไมเหมาะท่ีจะใชกับน้ําหนักท่ีมากระทําท่ีซับซอน ซ่ึงจะเกิดความ

ยุงยากในการแกปญหาหรือไมสามารถท่ีจะแกปญหาไดเนื่องจากวาไมสามารถท่ีจะจัดรูปใหอยูในรูปแบบ

ของอิลิปติคอินทิกรัลได  สวนอีกสองวิธีหลังเปนวิธีเชิงตัวเลขสามารถแกปญหา การแอนตัวไดทุกสภาพ

ของน้ําหนักท่ีมากระทํา  ซ่ึงไมบอกถึงพฤติกรรมการแอนตัวของคานเหมาะกับการนํามาใช 

มีผูทําการศึกษาวิจัยในหลากหลายประเด็น ตามเง่ือนไขท่ีสนใจ แบงออกเปน 3 เง่ือนไขดังนี้ 

(1) เง่ือนไขของจุดรองรับท่ีตางกัน ประกอบดวยการวิจัยดังนี้  S.Banu และคณะ [5] ไดทําการศึกษาถึง

พฤติกรรมหลังการโกงเดาะของแทงอิลาสติกคา แบบเรียวบางท่ีไมขยายตามแกน โดยท่ีปลายดานหนึ่ง

เปนแบบยึดแนน  สวนปลายอีกดานหนึ่งเปนแบบยึดหมุน และทําการหาคําตอบของปญหาโดยวิธี 

Multisegment Intergration พบวากราฟท่ีแสดงเง่ือนไขของน้ําหนักเปนแบบไรทิศทาง ทินกร  มนต

ประภัสสร [6] ไดทําการวิเคราะหการแอนตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวสวนโคงแปรเปลี่ยนได ซ่ึง

จุดรองรับแบบขอหมุนยึดดวยสปริงตานการหมุนแบบยืดหยุนเชิงเสนท่ีปลายขางหนึ่ง สวนปลายอีกดาน

หนึ่งพาดอยูบนจุดรองรับมีความเสียดทาน เม่ือเกิดการแอนตัวมาก ปลายอิลาสติกคาสามารถเคลื่อนท่ี

ผานจุดรองรับได  โดยพิจารณาจากลักษณะการใหน้ําหนักบรรทุกกระทําตออิลาสติกคา โดยใชการ

จําลองปญหาแบบวิธีอีลิปติคอินทิกรัล กฤษณะชัย  จันทรกอง  และคณะ [7] ไดทําการวิเคราะหการ

แอนตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวสวนโคงแปรเปลี่ยนได ท่ีมีคุณสมบัติของวัสดุแบบไมเปนเชิงเสน 

ภายใตน้ําหนักบรรทุกตัวเองกระจายอยางสมํ่าเสมอโดยพิจารณาจุดรองรับเปนจุดยึดหมุนท่ีปลายขาง
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หนึ่ง  สวนปลายอีกดานพาดผานจุดรองรับท่ีไมมีแรงเสียดทาน หาคําตอบเชิงตัวเลขไดจากการใชวิธีการ

ยิงเปา สมเจตน  อยูสนิท [8] ไดทําการวิเคราะหการแอนตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมีคุณสมบัติออนตัว 

เปนจุดรองรับแบบยืดหยุนท่ีปลายขางหนึ่งสวนปลายอีกขางหนึ่งเปนแบบไรแรงเสียดทาน อิลาสติกคา

จะถูกกระทําดวยน้ําหนักบรรทุกแผกระจายสมํ่าเสมอ หรือโมเมนตดัดท่ีปลายท้ังสองขาง  หาคําตอบเชิง

ตัวเลขโดยใชวิธีไฟไนทอีลิเมนต และวิธีการกระทําซํ้าของ Newton-Raphson สุนิสา  รอดสังวาล [10] 

วิเคราะหการแอนตัวมากของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวสวนโคงแปรเปลี่ยนได แบงเปน 2 ประเภท คือ   

อิลาสติกคาตอเนื่องและอิลาสติกคาชวงเดียว อิลาสติกคาจะถูกกระทําดวยน้ําหนักบรรทุก  แผกระจาย

สมํ่าเสมอ หรือโมเมนตดัดท่ีปลายท้ังสองขางแบบจุดท่ีก่ึงกลางอิลาสติกคา  หาสมการสมดุลของอิลา

สติกคา โดยใชวิธีการจําลองแบบวิธีแปรผัน โดยการสรางฟงกชันพลังงานและงานเสมือนเนื่องจากแรง

ภายนอกท่ีกระทําตออิลาสติกคาข้ึนมา หาคําตอบเชิงตัวเลขโดยใชวิธี ไฟไนทอีลิเมนต และวิธีการกระทํา

ซํ้าของ Newton-Ralphson (2) เง่ือนไขของแรงท่ีกระทําท่ีแตกตางกัน มีผูวิจัยดังนี้ Phungpaingam 

และคณะ [12] ศึกษาเสถียรภาพของอิลาสติกคาภายใตสนามโนมถวง โดยพิจารณาจากความเรียวบาง 

ของแผน  อิลาสติกคา ในชวงเริ่มตนปลายท้ังสองของ อิลาสติกคาถูกยึดไวในแนวระนาบโดย ความยาว

ระยะพาดมีคาคงท่ี แลวเพ่ิมความยาวสวนโคงท่ีปลายดานหนึ่งสวนปลายอีกดานหนึ่งเปนจุดรองรับแบบ 

sleeve  การสูญเสียเสถียรภาพเกิดข้ึนจากการแอนตัวท่ีไมอยูในแนวระนาบเม่ือความยาวสวนโคงอยู

ในชวง หาคําตอบเชิงตัวเลขไดจากวิธีการยิงเปา ศรัณย  ชุมกลัด [14] ศึกษาผลกระทบของปลายยื่น

ของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวสวนโคงแปรเปลี่ยนได ตอพฤติกรรม การแอนตัวมากของอิลาสติกคา โดยมี

แรงกระทําภายใตน้ําหนักบรรทุกของตัวเอง ปลายดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบสปริงหมุน สวน

ปลายอีกดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบไรแรงเสียดทาน ใชระเบียบวิธียิงเปาในการหาผลเฉลยเชิง

ตัวเลข และ(3) เง่ือนไขของจุดรองรับและแรงท่ีกระทําท่ีพรอมกัน สุนทร  เกียรติคงศักดิ์ และสมชาย ชู

ชีพสกุล [15] ไดทําการศึกษาพฤติกรรมของอิลาสติกคาอยางงายท่ีปลายท้ังสองขางหมุนไดตามเง่ือนไข

ของจุดรองรับ เม่ือกําหนดใหแรงอัดเขากระทําท่ีปลายของอิลาสติกคา  วิเคราะหหาคําตอบโดยใช

โปรแกรม ABAQUS ซ่ึงเปนไปตามวิธีไฟไนตเอลิเมนต เพ่ือหาคาของน้ําหนักบรรทุกวิกฤติท่ีทําให

โครงสรางเกิดการโกงเดาะและพฤติกรรมหลังการโกงเดาะแลวนําผลท่ีไดไปตรวจสอบกับผลจากวิธียิง

เปา 

โดยสวนมากแลวงานวิจัยผานมาไมไดคํานึงถึงผลของน้ําหนักตัวเองท่ีอาจสงผลใหเกิดการ

สูญเสียเสถียรภาพอีกครั้งภายหลังจากการโกงเดาะครั้งแรกโดยการอาศัยแนวความคิดจากผลงานวิจัย

ของ  Phungpaingam และคณะ[1] ซ่ึงในงานวิจัยนี้จะทําการศึกษาถึงเสถียรภาพของอิลาสติกคาใน   

สองมิติโดยอาศัยแรงภายนอกเปนเครื่องมือในการทดสอบเสถียรภาพโดยท่ีปลายดานหนึ่งของอิลาสติก

คาเปนแบบยึดแนน ในขณะท่ีปลายอีกดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบ sleeve และท่ีก่ึงกลางของอิลา
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สติกคาจะมีแรงในแนวราบมากระทํา  เพ่ือทําการทดสอบการเสถียรภาพของอิลาสติกคา โดยอาศัยการ

สังเกตเครื่องหมายของสตีฟเนสของอิลาสติกคาตอแรงในแนวราบเปนตัวบงบอกถึงความมีเสถียรภาพ 

 

1.2 วัตถุประสงคการวิจัย 

1.2.1 เพ่ือศึกษาพฤติกรรมการแอนตัวมาก และการมีเสถียรภาพของอิลาสติกคาภายใตแรง

กระทําตามแนวแกน แรงท่ีกึงกลางของอิลาสติกคา และน้ําหนักตัวเอง  

1.2.2 เพ่ือหาคาความยาวสวนโคงวิกฤติ ของอิลาสติกคาภายใตน้ําหนักบรรทุกตามแนวแกน

และน้ําหนักตัวเองท้ังกอนการทดสอบเสถียรภาพและขณะทดสอบเสถียรภาพ 

1.2.3 เพ่ือประเมินเสถียรภาพของอิลาสติกคาโดยอาศัยแรงภายนอกท่ีก่ึงกลาง 

1.2.4 เพ่ือเปรียบเทียบผลท่ีไดจากการคํานวณกับการทดลองอยางงาย 

 

1.3 สมมติฐานการวิจัย 

สมมติฐานท่ีใชในการวิเคราะหปญหาการแอนตัวมากและเสถียรภาพของอิลาสติกคาภายใต

แรงอัดในแนวแกนและสนามของแรงโนมถวงของโลกมี  ดังนี้ 

1.3.1  วัสดุมีความสมํ่าเสมอเปนเนื้อเดียวกัน และมีคุณสมบัติทางกายภาพเหมือนกันในทุก

ทิศทางตลอดความยาวคาน 

1.3.2  อิลาสติกคาไมมีการยืดหรือหดตัวตามแนวแกนเม่ือรับแรง 

1.3.3  แรงท่ีกระตออิลาสติกคาจะยึดติดอยูกับตําแหนงเดิมเสมอ 

 

1.4 ขอบเขตของการวิจัย 

1.4.1  แบบจําลองท่ีใชในการศึกษาในครั้งนี้มีลักษณะเปนอิลาสติกคา  หนาตัดสมํ่าเสมอ 

ความยาวชวงพาด (Span Length) คงท่ี L   โดยท่ีปลายดานหนึ่งของอิลาสติกคาเปนแบบยึดแนน  

ในขณะท่ีปลายอีกดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบเลื่อนได (Sleeve Support)  มีแรงอัดในแนวแกน

กระทําท่ีปลายดานจุดรองรับแบบเลื่อนได (Sleeve Sopport) ทําใหความยาวของอิลาสติกคาเพ่ิมข้ึน      

โดยกําหนดความยาวตั้งแต 1.00 – 10.00  ท่ีน้ําหนักของอิลาสติกคาตั้งแต 0.00 – 7.50 ตามลําดับ  

และทําการทดสอบเสถียรภาพของอิลาสติกคาโดยการใสแรงในแนวราบท่ีก่ึงกลางตามยาวของอิลาสติก

คา ท่ีคาของน้ําหนัก W และความยาว s  ตาง ๆ 

1.4.2  เปรียบเทียบผลท่ีไดกับการทดลอง โดยทําการทดสอบกับตัวอยางท่ีเปนวัสดุท่ีเปน    

เชิงเสนเทานั้น โดยใชวัสดุเปนแผนโพลีคารบอเนต ( Polycarbonate Sheet) 
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1.5 ข้ันตอนการวิจัย 

งานวิจัยนี้ทําการศึกษาถึงเสถียรภาพของอิลาสติกคาในสองมิติ  โดยอาศัยแรงภายนอกเปน

เครื่องมือในการทดสอบเสถียรภาพ โดยท่ีปลายดานหนึ่งของอิลาสติกคาเปนแบบยึดแนน  ในขณะท่ี

ปลายอีกดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบสลีฟ (Sleeve Support) และท่ีก่ึงกลางของอิลาสติกคามีแรง

ในแนวราบกระทํา เพ่ือทําการทดสอบการเสถียรภาพของอิลาสติกคาโดยอาศัยการสังเกตเครื่องหมาย

ของสติฟเนส (Stiffness) ของอิลาสติกคาตอแรงในแนวราบ  และทําการทดลองเปรียบเทียบผล           

มีข้ันตอนการศึกษาดังนี้ 

1.5.1  ศึกษางานวิจัยท่ีเก่ียวของ 

1.5.2  ศึกษาทฤษฎีการแอนตัวมากและการมีเสถียรภาพของอิลาสติกคา 

1.5.3  ศึกษาวิธีการยิงเปา (Shooting Method) และการอินทิเกรตเชิงตัวเลขดวยวิธีรุงเง–

คุตตา(Runge – Kutta Method) 

1.5.4  ศึกษาการเขียนโปรแกรม MATLAB 

1.5.5  เขียนสมการครอบคลุมของปญหา (Governing Equation)  และกําหนดเง่ือนไข

ขอบเขตท่ีเหมาะสมในการหาคําตอบ (Boundary Condition)ท้ังกอนการทดสอบเสถียรภาพและขณะ

ทดสอบเสถียรภาพของอิลาสติกคา 

1.5.6  เขียนโปรแกรมและหาคําตอบเชิงตัวเลขดวยโปรแกรม MATLAB 

1.5.7  ทําการทดสอบกับคานอยางงาย  โดยงานวิจัยนี้จะใชวัสดุคือแผนโพลีคารบอเนต 

(Polycabonate Sheet) ขนาด2 x 25 x 3000 mm และ2 x 50 x 3000 mm  มีคามอดูลัสความ

ยืดหยุน 21,588.186 kg/cm2 

1.5.8  เปรียบเทียบผลการคํานวณเชิงตัวเลขกับผลท่ีไดจากการทดลอง 

1.5.9  สรุปผลการศึกษา 

 

1.6 ขอจํากัดของการศึกษา 

1.6.1 ไม พิ จ ารณ าผลกระทบ ท่ี เกิ ด ข้ึ น เนื่ อ งการจากยึ ดหดตามแนวแกน  (Axial 

Deformation) 

1.6.2 ไม พิ จารณ าผลกระทบ ท่ี เกิด ข้ึน เนื่ อ งจากการเสี ย รูปจากแรงเฉือน (Shear 

Deformation) 
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1.7 ประโยชนของงานวิจัย 

1.7.1  ทราบถึงขีดจํากัดของความยาวสวนโคงท่ีสามารถเพ่ิมข้ึนไดโดยมาเสถียรภาพ 

1.7.2  ทํานายรูปรางของอิลาสติกคาท่ีอยูในสภาวะสมดุลท้ังในแบบไรเสถียรภาพและ           

มีเสียรภาพ 

 

 



บทท่ี 2 

ทฤษฎีและงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
 

ปญหาการแอนตัวมากของคาน  และการมีเสถียรภาพจัดเปนปญหาทางอิลาสติกคา               

ท่ีนาสนใจมากปญหาหนึ่งซ่ึงตั้งแตอดีตจนถึงปจจุบันมีงานวิจัยท่ีไมนอยท่ีทําการศึกษาถึงพฤติกรรมการ

แอนตัวมาก  การเสียรูปในลักษณะตางๆ  และความมีเสถียรภาพของอิลาสติกคา  โดยท่ัวไปจะใชวิธีการ

แกปญหาในลักษณะนี้ทําไดโดย 3 วิธีหลัก คือ วิธีอีลิปติคอินทิกรัล (Elliptic Integral Method)  วิธียิง

เปา (Shooting Method)  และวิธีไฟไนตเอลิเมนต(Finite Element Method)   

โดยทําการศึกษาพฤติกรรมการแอนตัวมากและการเสถียรภาพของอิลาสติกคาในสองมิติ  

โดยอาศัยแรงภายนอกเปนเครื่องมือในการทดสอบเสถียรภาพ โดยท่ีปลายดานหนึ่งของอิลาสติกคาเปน

แบบยึดแนน  และปลายอีกดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบ sleeve  ท่ีก่ึงกลางของอิลาสติกคา จะมี

แรงในแนวราบมากระทํา เพ่ือทดสอบการเสถียรภาพของอิลาสติกคาโดยอาศัยการสังเกตเครื่องหมาย

ของสตีฟเนส ของอิลาสติกคาตอแรงในแนวราบ  และแกสมการครอบคลุมปญหาดวยวิธียิงเปา  รวมกับ

การอินทิเกรตเชิงตัวเลขแบบ รุงเง – คุตตา  จากแบบจําลองของปญหา  แลวทําการทดลองเพ่ือ

เปรียบเทียบผลท่ีไดจากการคํานวณกับการทดลองอยางงาย  ซ่ึงการหาคําตอบของปญหาขางตน

เก่ียวของกับทฤษฎีและงานวิจัยตาง ๆ ดังนี้ 

 

2.1 ทฤษฎีที่เกี่ยวของ 

2.1.1  ลักษณะของปญหา 

          ลักษณะของโครงสรางท่ีใชในการศึกษาในครั้งนี้จะมีลักษณะเปนอิลาสติกคา       

หนาตัดสมํ่าเสมอ ความยาวชวงพาด (Span Length) คงท่ี L โดยท่ีปลายดานหนึ่งของอิลาสติกคาเปน            

แบบยึดแนน (จุด A) ในขณะท่ีปลายอีกดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบสลีฟ (Sleeve Sopport)    

(จุด B) แลวใหแรงอัดในแนวแกนกระทําท่ีปลายดาน B ทําใหความยาวของอิลาสติกคาเพ่ิมข้ึนโดย

กําหนดความยาวตั้งแต 1.00 ถึง 10.00  ท่ีน้ําหนักของอิลาสติกคาตั้งแต 0.00 ถึง 7.50 ตามลําดับและ

ทําการทดสอบการมีเสถียรภาพของอิลาสติกคาโดยการเพ่ิมแรงในแนวราบท่ีก่ึงกลางคานของอิลาสติก

คา ท่ีคาของน้ําหนัก  W  และความยาว s ตางๆ 
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A B

L
 

 

รูปท่ี 2.1  อิลาสติกคากอนเสียรูป 

Q

A B

L/2

s

L/2

w

 
 

รูปท่ี 2.2  อิลาสติกคาหลังเสียรูป 

A B

P

L/2 L/2

h

a b

w

 
 

รูปท่ี 2.3  อิลาสติกคาขณะทดสอบเสถียรภาพ 

 

2.1.2  ระบบสมการและการคํานวณ 

         ทําการศึกษาถึงเสถียรภาพของอิลาสติกคาในสองมิติ  โดยอาศัยแรงภายนอกเปน

เครื่องมือในการทดสอบเสถียรภาพ โดยท่ีปลายดานหนึ่งของอิลาสติกคาเปนแบบยึดแนน  ในขณะท่ี

ปลายอีกดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบสลีฟ (Sleeve Support) และท่ีก่ึงกลางของอิลาสติกคาจะมี

แรงในแนวราบมากระทํา  เพ่ือทําการทดสอบการเสถียรภาพของอิลาสติกคา โดยอาศัยการสังเกต

เครื่องหมายของสตีฟเนสของอิลาสติกคาตอแรงในแนวราบ  ซ่ึงจะดําเนินการหาคําตอบโดยแบงเปน 2 

สวน  คือ กอนทดสอบการมีเสถียรภาพ และขณะทําการทดสอบเสถียรภาพ 

L/2 L/2 

L/2 L/2 
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2.1.2.1 อิลาสติกคากอนและขณะท่ีถูกกระทําดวยแรงในแนวราบ P  เพ่ือทดสอบ

เสถียรภาพ 

                    จากการพิจารณาชิ้นสวนยอยของอิลาสติกคาภายใตมีน้ําหนักบรรทุกตัวเอง

ดังแสดงในรูปท่ี 2.4 สามารถเขียนสมการสมดุลไดดังนี้ 

0; ; -dN dV dM dx dyW V N
ds ds ds ds ds

= = = +                         (2.1a-c) 

                

N

ds

M

V

w

M+dM
N+dN

V+dV

o
x

y

dy

dx

  
รูปท่ี 2.4  ผังอิสระของชิ้นสวนยอยของอิลาสติกคา 

โดยท่ีคา N ,V  และ M  คือ คาแรงในแนวราบ,คาแรงในแนวดิ่ง และโมเมนตดัด ตามลําดับ 

ds  คือความยาวสวนโคงของชิ้นสวนยอยของอิลาสติกคา W  ถึงน้ําหนักของตัวเองความสัมพันธ

ระหวางโมเมนตดัดและความโคง (Moment – Curvature Relationship) สามารถแสดงได ดังสมการ

ท่ี 2.2 

d M
ds EI
θ
=                                             (2.2) 

และความสัมพันธทางเรขาคณิตสามารถเขียนไดดังนี้ 

cos ; sindx dy
ds ds

θ θ= =                                       (2.3a, b) 

x  และ y  คือระยะตามแนวราบและระยะตามแนวดิ่งท่ีวัดจากจุดอางอิง A   

การศึกษาครั้งนี้คาตาง ๆ ท่ีใชในการคํานวณจะทําการแปลงใหเปนแบบไรมิติเพ่ือความ

สะดวกในการคํานวณและเปรียบเทียบผล  คาท่ีทําการแปลงใหเปนแบบไรมิติแสดงดังนี้ 

; ;x y sx y s
L L L

= = =                                        (2.4a-c) 
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2 2 2 3

; ; ; ;NL VL ML PLN V M P
EI EI EI E

WL
I

W
EI

= = = ==                        (2.5a-e) 

จากสมการท่ี (2.1 –2.3) สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบไรหนวย ไดดังนี้ 

0; ; cos sindN dV dMW V N
ds ds ds

θ θ= = = − +                         (2.6a-c) 

d M
ds
θ
=                                                (2.7) 

cos ; sindx dy
ds ds

θ θ= =                                   (2.8a-b) 

เง่ือนไขขอบเขตท่ีปลายท้ังสองดานไดแก 

ท่ี 0s =   

(0) 0; (0) 0; (0) 0x y θ= = =                            (2.9a-c) 

ท่ี ts s=  

( ) 1; ( ) 0; ( ) 0t t tx s y s sθ= = =                        (2.10a-c)  

จากการพิจารณาอิลาสติกคาในสภาพแบบมีน้ําหนักบรรทุกตัวเองและมีแรงกระทําใน

แนวราบ P โดยกําหนดระยะการเคลื่อนท่ีในแนวราบ 0 0.5h = −  เพ่ือคํานวณหาแรงในแนวราบ P  

ในรูปท่ี 2.5 สามารถเขียนสมการสมดุล ณ ตําแหนงท่ีมีแรงในแนวราบกระทําไดดังนี้ 

0N N N P+ ∆ − + =                                      (2.11) 

N P∴∆ = −                                                                               (2.12) 

N+∆NN

 
P

a b

y

o
x

ds
w

w
w

 

รูปท่ี 2.5  ผังอิสระของชิ้นสวนยอยของอิลาสติกคาท่ีถูกกระทําโดยแรงในแนวราบ P  
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ซ่ึงในกรณีนี้มีความไมตอเนื่องของแรงในแนวราบ N  ท่ีตําแหนง
2
ts    จึงไมสามารถทําการ

อินทิเกรตแบบตอเนื่องจาก 0s =   ถึง  ts s=  ไดจําเปนตองแบงชวงของการอินทิเกรตเปน 2 ชวง

ไดแก  0
2
tss≤ ≤  และ

2
t

t
s s s≤ ≤     โดยในชวง

2
t

t
s s s≤ ≤   มีแรงในแนวราบเกิดการเปลี่ยนแปลง

ตามสมการท่ี  2.13 

2
tsN N P

+
  = − 
 

                            (2.13) 

ดังนั้นเม่ือทําการอินทิเกรตมาถึงตําแหนง  
2
ts แรงท่ีตําแหนง  

2
ts +

จะมีคาเปนไปตามสมการตอไปนี้ 

2 2
t ts sN N P

+ −
   = −   
   

                                     (2.14) 

2 2
t ts sV V

+ −
   =   
   

                                       (2.15) 

2 2
t ts sM M

+ −
   =   
   

                                          (2.16) 

2 2
t ts sx x

+ −
   =   
   

                                                     (2.17) 

2 2
t ts sy y

+ −
   =   
   

                                                              (2.18) 

2 2
t ts sθ θ

+ −
   =   
   

                                                  (2.19) 

ซ่ึงคาดังกลาวจะเปนคาเริ่มตนของการอินทิเกรตจาก 
2
tss = ไปจนถึง   ts s=  เพ่ือให

สอดคลองกับเง่ือนไขของปญหา  คือ 

( ) 1; ( ) 0; ( ) 0; 0.5
2
t

t t t
sx s y s s x hθ  = = = − = 

 
                          (2.20a-d) 

เนื่องจากมีการใสแรงจากภายนอก P  เขาไปในระบบจึงทําใหตัวแปรท่ีไมทราบคาเพ่ิมข้ึน 2 

ตัวแปรคือ P และ h แตในปญหานี้  จะทําการกําหนดให  h เปน   ตัวแปรอิสระ  ดังนั้นหากคา   
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ts  และ h  เปนตัวแปรท่ีกําหนดใหจะมีตัวแปรท่ีไมทราบคาท้ังหมด 4 ตัวแปรคือ , ,M V N   และ P   

ซ่ึงจะสอดคลองกับ  4  เง่ือนไขในสมการท่ี (2.20) 

โดยท่ี 

 x   = ระยะเคลื่อนตัวในแนวราบ 

 y   = ระยะเคลื่อนตัวในแนวดิ่ง 

 ts  = ความยาวสวนโคงท้ังหมด 

 s   = ความยาวสวนโคง 

 L   = ความยาวชวงของอิลาสติกคา 

 V   = แรงในแนวดิ่ง 

 N   = แรงในแนวราบ 

 M   = โมเมนตดัด 

 EI  = ความแข็งแกรงตอการดัด  

 P  = แรงในแนวราบท่ีก่ึงกลางอิลาสติกคา 

 h  = ระยะท่ีเคลื่อนท่ีในแนวราบท่ีตําแหนงก่ึงกลางอิลาสติกคา 

 2
ts +

 
 
 

=  ความยาวสวนโคงท่ีมากกวา  
2
ts

เพียงเล็กนอย 

 2
ts −

 
 
 

=  ความยาวสวนโคงท่ีนอยกวา  
2
ts

เพียงเล็กนอย 

 

2.1.2.2  กระบวนการคํานวณ 

            จากระบบสมการอนุพันธอันดับท่ี 1 ของปญหาคาขอบเขต (2.6)-(2.8) ซ่ึงเปน

ปญหาแบบ Two - Point Boundary Values Problem แกปญหาโดยการกําหนดคา ts  และW  

หลังจากนั้นจึงกําหนดคาของ h   แลวสมมุติคาเริ่มตน M V N และ P  เพ่ือใชเปนคาเริ่มตนใน

กระบวนการคํานวณดวยวิธี Shooting รวมกับการอินทิเกรตเชิงตัวเลขแบบ Runge-Kutta  เพ่ือหาคา   

ตัวแปรตามท่ีตองการ ไดแก M V N และ P  โดยใชเง่ือนไขท่ีระบุในสมการท่ี 2.21 

( ) ( ) 1 ( ) 0.5
2
t

t t t
sMin s s y s h xφ θ  ⋅ = + − + + − + 

 
                         (2.21) 

            หากมีการตรวจสอบพบวาคาของฟงกชันทางขวาของสมการท่ี 2.21 ยังมีคา

มากกวาความคลาดเคลื่อนท่ียอมใหคือ 910ε −= จะเกิดการคํานวณซํ้าจนกระท่ังไดคําตอบท่ีสอดคลอง

กับเง่ือนไขดังกลาว 
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2.2  งานวิจัยที่เกี่ยวของ 

การศึกษาพฤติกรรมการแอนตัวมาก และการเสถียรภาพของอิลาสติกคา สามารถแบงตาม

เง่ือนไขตาง ๆ ไดดังตอไปนี้ 

Phungpaingam [1] ไดทําการศึกษาพฤติกรรมหลังการโกงเดาะของอิลาสติกคาท่ีผิวสัมผัส

กัน เม่ือความยาวสวนโคงแปรเปลี่ยน โดยท่ีปลายดานหนึ่งของอิลาสติกคาเปนแบบยึดแนน  และปลาย

อีกดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบ sleeve เม่ือใหแรงตามแนวแกนกระทําท่ีปลายทําใหเกิดการแอน

ตัวเขาสูสภาวะหลังการโกงเดาะ ซ่ึงหาคําตอบดวยวิธียิงเปา พบวา แรงอัดทําใหเกิดสูญเสียเสถียรภาพได  

เม่ืออิลาสติกคาไมสัมผัสกัน และจะกลับมามีเสถียรภาพอีกครั้งเม่ืออิลาสติกคาเคลื่อนมาสัมผัสกันท่ี

ตําแหนงจุดตัด 

Phungpaingam และ Chucheepsakul [2] ไดทําการศึกษาพฤติกรรมหลังการโกงเดาะของ   

อิลาสติกคาท่ีมีความยาวสวนโคงแปรเปลี่ยน โดยปลายดานหนึ่งวางบนจุดรองรับแบบยึดหมุน สวน

ปลายอีกดานหนึ่งเปนแบบ sleeve  เม่ือความยาวของอิลาสติกคาเลื่อนเขาสูระบบ จะทําใหเกิด  จุด

สปริงตานโมเมนตอยูบนความยาวชวงพาดของอิลาสติกคา โดยสมการครอบคลุมปญหาไดจากการ

พิจารณาสมดุล  โมเมนตความโคง  ความสัมพันธเชิงเรขาคณิต และเง่ือนไขขอบ แลวหาผลเฉลยดวย

วิธีอิลิปติคอินทิกรัล เปรียบเทียบความสอดคลองกับวิธียิงเปา พบวา เม่ือคาสติฟเนสของสปริงมีคาต่ํา   

จะแสดงถึงพฤติกรรมความแข็ง ในทางตรงกันขามเม่ือคาสติฟเนสของสปริงมีคาสูง จะแสดงพฤติกรรม  

ความออนและรูปรางท่ีข้ึนกับสัดสวนของความยาวสวนโคงแปรเปลี่ยนของอิลาสติกคา 

Phungpaingam และ Chucheepsakul [3] ไดทําการศึกษาพฤติกรรมหลังการโกงเดาะของ   

เสาท่ีมีจุดรองรับแบบยืดหยุนอยางงาย  เม่ือไดรับแรงอัดกระทําท่ีปลายของเสา  การหาผลเฉลยของ

สมการเพ่ือหาคาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติโดยใชวิธีการยิงเปา พบวา เสาเกิดการสูญเสียเสถียรภาพเม่ือแรงท่ี

ใหมีคาสูงกวาหรือต่ํากวาขีดจํากัดของน้ําหนัก หรือเกิดพฤติกรรม snap-through 

C.Y.Wang [4] ไดทําการศึกษาถึงพฤติกรรมหลังการโกงเดาะของอิลาสติกคาท่ีมีจุดรองรับ

แบบยึดแนนอยางงาย โดยท่ีปลายดานหนึ่งเปนแบบยึดแนน  สวนปลายอีกดานหนึ่งเปนแบบยึดหมุน  

แบงการศึกษาออกเปน 2 กรณี คือ การวิเคราะหเชิงเสนสําหรับน้ําหนักขนาดใหญ และการคํานวณเชิง

ตัวเลข และหาคําตอบของปญหาโดยวิธีอิลิปติกอินทิกรัล  พบวาพฤติกรรมหลัง การโกงเดาะไมเปนไป

ตามความสัมพันธเชิงเสน เชน ขีดจํากัดของน้ําหนัก   

S.Banu และคณะ [5] ไดทําการศึกษาถึงพฤติกรรมหลังการโกงเดาะของแทงอิลาสติกคา  

แบบเรียวบางท่ีไมขยายตามแกน โดยท่ีปลายดานหนึ่งเปนแบบยึดแนน  สวนปลายอีกดานหนึ่งเปนแบบ

ยึดหมุน และทําการหาคําตอบของปญหาโดยวิธี Multisegment Intergration  พบวา กราฟท่ีแสดง

เง่ือนไขของน้ําหนักเปนแบบไรทิศทาง 
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ทินกร  มนตประภัสสร  [6] ไดทําการศึกษาและวิเคราะหการแอนตัวมากของคานท่ีมีความ

ยาวสวนโคงแปรเปลี่ยนได  ซ่ึงจุดรองรับแบบขอหมุนยึดดวยสปริงตานการหมุนแบบยืดหยุนเชิงเสนท่ี

ปลายขางหนึ่ง สวนปลายอีกดานหนึ่งพาดอยูบนจุดรองรับซ่ึงมีความเสียดทาน  เม่ือเกิดการแอนตัวมาก 

ปลายคานสามารถเคลื่อนท่ีผานจุดรองรับได  โดยพิจารณาจากลักษณะการใหน้ําหนักบรรทุกกระทําตอ

คาน ท้ังการเพ่ิมและการลดน้ําหนักบรรทุก รวมท้ังคํานึงถึงผลของแรงเฉือน  โดยใชการจําลองปญหา

แบบวิธีอีลิปติคอินทิกรัล พบวา ภายใตโมเมนตดัดกระทําท้ังสองปลายในทิศเดียวกันและทิศตรงกันขาม 

จะทําใหคานมีภาวะสมดุลสถิตยแบบมีเสถียรภาพเทานั้น ผลของการยึดรั้ง การหมุนและความเสียดทาน

ท่ีรองรับ ทําใหคานมีเสถียรภาพมากข้ึน สวนผลของแรงเฉือนทําใหคานมีเสถียรภาพลดลง 

กฤษณะชัย  จันทรกอง  และคณะ [7] ไดทําการวิเคราะหการแอนตัวมากของคานท่ีมีความ

ยาวสวนโคงแปรเปลี่ยนได ท่ีมีคุณสมบัติของวัสดุแบบไมเปนเชิงเสน ภายใตน้ําหนักบรรทุกตัวเอง

กระจายอยางสมํ่าเสมอ โดยพิจารณาจุดรองรับเปนจุดยึดหมุนท่ีปลายขางหนึ่ง  สวนปลายคานอีกดาน

พาดผานจุดรองรับท่ีไมมีแรงเสียดทาน โดยความยาวชวงของคานจะมีคาคงท่ี สวนความยาวสวนโคงของ

คานจะแปรเปลี่ยนตามน้ําหนักของตัวคาน  สมการท่ีครอบคลุมปญหาไดจากการพิจารณาสมดุลและ

ความสัมพันธเชิงเรขาคณิต หาคําตอบเชิงตัวเลขไดจากการใชระเบียบวิธีการยิงเปา 

สมเจตน  อยูสนิท [8] ไดทําการวิเคราะหทางสแตติกเพ่ือหาคาการแอนตัวมากของคานท่ีมี ท่ี

มีคุณสมบัติออนตัว วางอยูบนจุดรองรับสองจุดท่ีหางกันคงท่ี เปนจุดรองรับแบบยืดหยุนท่ีปลายขางหนึ่ง  

สวนปลายอีกขางหนึ่งเปนแบบไรแรงเสียดทาน คานจะถูกกระทําดวยน้ําหนักบรรทุกแผกระจาย

สมํ่าเสมอ หรือโมเมนตดัดท่ีปลายท้ังสองขาง ทําการหาสมการสมดุลของคานโดยใชวิธีการจําลองแบบ

วิธีแปรผัน โดยการสรางฟงกชันพลังงานและงานเสมือนเนื่องจากแรงภายนอกท่ีกระทําตอคานข้ึนมา หา

คําตอบเชิงตัวเลขโดยใชวิธีไฟไนทอีลิเมนต และวิธีการกระทําซํ้าของ Newton-Ralphson นําผลท่ีไดมา

ตรวจสอบและเปรียบเทียบกับวิธีอีลิปติคอินทิกรัล ซ่ึงพบวามีความถูกตองใกลเคียงกัน 

สุรพันธ  บุญเจริญ [9] ไดทําการวิเคราะหการแอนตัวมากของคาน โดยใชวิธีอิลิปติคอินทิกรัล 

โดยปลายขางหนึ่งมีจุดรองรับแบบขอหมุน  สวนปลายอีกขางหนึ่งเปนจุดรองรับแบบไรแรงเสียดทาน 

และคานสามารถเลื่อนผานไดอยางอิสระ โดยการวิเคราะหแบงตามลักษณะของแรงท่ีกระทํา คือ แรง

กระทําท่ีจุดก่ึงกลาง  โมเมนตดัดกระทําท่ีจุดรองรับแบบขอหมุน  และโมเมนตดัดกระทําท่ีปลายท้ังสอง

ขาง เม่ือเปรียบเทียบผลกับวิธีไฟไนทอีลิเมนต  พบวามีความถูกตองใกลเคียงกัน 

สุนิสา  รอดสังวาล [10] การวิเคราะหการแอนตัวมากของคานท่ีมีความยาวสวนโคง

แปรเปลี่ยนได ปญหาของคานแบงออกเปน 2 ประเภท คือ คานตอเนื่องและคานชวงเดียวโดยคาน

ตอเนื่องจะถูกดัดผานจุดรองรับขางหนึ่งเปนแบบยืดหยุนและจุดรองรับอีกขางหนึ่งเปนแบบไรแรงเสียด

ทาน สวนคานชวงเดียวจุดรองรับขางหนึ่งเปนแบบขอหมุนยืดดวยสปริงตานการหมุนแบบยืดหยุนเชิง
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เสน สวนปลายอีกดานหนึ่งพาดอยูบนจุดรองรับท่ีมีความเสียดทาน คานจะถูกกระทําดวยน้ําหนักบรรทุก

แผกระจายสมํ่าเสมอ หรือโมเมนตดัดท่ีปลายท้ังสองขางแบบจุดท่ีก่ึงกลางคาน ทําการหาสมการสมดุล

ของคานโดยใชวิธีการจําลองแบบวิธีแปรผัน โดยการสรางฟงกชันพลังงานและงานเสมือนเนื่องจากแรง

ภายนอกท่ีกระทําตอคานข้ึนมา หาคําตอบเชิงตัวเลขโดยใชวิธีไฟไนทอีลิเมนต และวิธีการกระทําซํ้าของ 

Newton-Ralphson นําผลท่ีไดมาตรวจสอบและเปรียบเทียบกับวิธีอ่ืน ๆ ท่ีผานมา พบวามีความถูกตอง

ใกลเคียงกัน 

นฤพนธ  ศิลาภากุล [11] ไดทําการศึกษาการแอนตัวมากของคานท่ีทํามาจากวัสดุประเภท

ลุดวิก 3 ลักษณะ คือ 1) คานท่ีมีความยาวของสวนโคงแปรเปลี่ยนไดภายใตน้ําหนักบรรทุกกระทําท่ี

ตําแหนงใด ๆ  2)  คานท่ีมีความยาวของสวนโคงแปรเปลี่ยนไดภายใตน้ําหนักบรรทุกเปนแรงอัดกระทํา

ท่ีปลายคาน ท่ีมีทิศทางตามการเสียรูป และ 3) คานท่ีรองรับอยางงายภายใตน้ําหนักบรรทุกเปนแรงอัด

กระทําท่ีปลายคาน ชุดของสมการท่ีครอบคลุมปญหาไดจากการพิจารณาสมดุลของโมเมนตและ

ความสัมพันธเรขาคณิตของชิ้นสวนเล็ก ๆ ของคาน  และหาผลเฉลยเชิงตัวเลขดวยวิธีการยิงเปาและการ

อินทิเกรตโดยใชวิธีรุงเง-คุตตา พบวา 1) วัสดุท่ีมีคาคงท่ี 𝜂𝜂 สูงกวาจะมีขนาดการโกงตัวสูงสุด  สูงกวา

วัสดุท่ีมีคาคงท่ี 𝜂𝜂 ต่ํากวา  2) คานจะเกิดสมดุลท้ังแบบเสถียรภาพและไมเสถียรภาพ    เม่ือคานท่ีมี

ความยาวของสวนโคงแปรเปลี่ยนไดภายใตน้ําหนักบรรทุกเปนแรงอัดกระทําท่ีปลายคานมีคา 𝜂𝜂 นอย

กวา 1.00 และ คานท่ีรองรับอยางงายภายใตน้ําหนักบรรทุกเปนแรงอัดกระทําท่ีปลายคาน มีคา 𝜂𝜂 

มากกวา 1.00 และ 3) วัสดุท่ีมีคา 𝜂𝜂 มากกวา 1.0 น้ําหนักโกงเดาะมีคาเปนอนันต สวนวัสดุท่ีมีคา 𝜂𝜂 

นอยกวา 1.0 น้ําหนักโกงเดาะมีคาเปนศูนย 

Phungpaingam และคณะ[12] ไดทําการศึกษาเสถียรภาพของอิลาสติกคาภายใตสนามโนม

ถวง โดยพิจารณาจากความเรียวบางของแผนอิลาสติกคา ในชวงเริ่มตนปลายท้ังสองของคานถูกยึดไวใน

แนวระนาบโดยความยาวระยะพาดมีคาคงท่ี แลวเพ่ิมความยาวสวนโคงท่ีปลายดานหนึ่งสวนปลายอีก

ดานหนึ่งเปนจุดรองรับแบบ sleeve  การสูญเสียเสถียรภาพเกิดข้ึนจากการแอนตัวท่ีไมอยูในแนว

ระนาบเม่ือความยาวสวนโคงอยูในชวงวิกฤติ  ทําการทดสอบวาน้ําหนักของตัวมันเองมีผลตอการสูญเสีย

เสถียรภาพหรือไม โดยใหแรงบิดกระทําท่ีก่ึงกลางความยาว ทําการเปรียบเทียบดวยการพลิกข้ึนและ

กลับดานของแผนอิลาสติกคา วิเคราะหสมการท่ีครอบคลุมปญหาโดยใชทฤษฎีของ Kirchhoff และ

พารามิเตอรของ Euler หาคําตอบเชิงตัวเลขไดจากระเบียบวิธีการยิงเปา ผลจากการทดลองพบวา วัสดุ

ท่ีมีความเรียวบางท่ีทํามาจาก Nitinol ใหผลสอดคลองกับผลการวิเคราะหเชิงตัวเลข 

จีระพงษ  เทพพิทักษ [13] ไดทําการวิเคราะหการแอนตัวมากของคานท่ีมีความยาวชวงพาด

คงท่ี แตความสวนโคงแปรเปลี่ยนได  โดยปลายขางหนึ่งมีจุดรองรับแบบขอหมุน สวนปลายอีกขางหนึ่ง

พาดอยูบนจุดรองรับแบบไรแรงเสียดทาน เม่ือเกิดการแอนตัวมากปลายคานจะเคลื่อนท่ีผานจุดรองรับ
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ดานนี้ไดอยางอิสระ โดยแบงการพิจารณาออกเปน 4 กรณี คือ 1) น้ําหนักบรรทุกแบบจุดกระทําท่ี

ตําแหนงใด ๆ 2) โมเมนตดัดกระทําท่ีปลายท้ังสองขางในทิศตรงขาม 3) โมเมนตดัดกระทําท่ีปลายท้ัง

สองขางในทิศตรงขามแบบจุดกระทําท่ีตําแหนงใด ๆ และ 4) โมเมนตดัดกระทําท่ีปลายท้ังสองขางในทิศ

เดียวกัน หาคําตอบเชิงตัวเลขโดยใชวิธีอีลิปติคอินทิกรัล พบวา เม่ือคานอยูภายใตน้ําหนักบรรทุก

ดังกลาว สามารถหาคาน้ําหนักบรรทุกวิกฤติและตําแหนงสมดุลสถิตยแบบเสถียรภาพและแบบไร

เสถียรภาพของคานได  

ศรัณย  ชุมกลัด [14]  ไดทําการศึกษาผลกระทบของปลายยื่นของอิลาสติกคาท่ีมีความยาว

สวนโคงแปรเปลี่ยนได ตอพฤติกรรมการแอนตัวมากของอิลาสติกคา โดยมีแรงกระทําภายใตน้ําหนัก

บรรทุกของตัวเอง ปลายดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบสปริงหมุน สวนปลายอีกดานหนึ่งวางอยูบน

จุดรองรับแบบไรแรงเสียดทาน เม่ือกําหนดใหปลายยื่นเปนสัดสวนกับความยาวของชวงคาน สราง

สมการครอบคลุมปญหาจาก ชุดสมการสมดุลของชิ้นสวนยอย  ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและ

ความโคง ความสัมพันธทางเรขาคณิต หลังจากนั้นใชระเบียบวิธียิงเปาในการหาผลเฉลยเชิงตัวเลข ท่ี

ความยาวของปลายยื่นเปนสัดสวนกับความยาวของชวงคานท่ี 0.25, 0.50 และ 0.75 พบวา ความยาว

ของปลายยื่นมีผลตอน้ําหนักบรรทุกวิกฤติ โดยอาจทําใหมีคาสูงข้ึนหรือต่ําลงกวากรณีไมพิจารณาความ

ยาวของปลายยื่น  และมีผลตอการดึงรั้งทําใหไมสามารถหาสภาวะสมดุลในบางชวงของความยาวสวน

โคงไดในบางกรณี และผลตอกระทบตอจุดรองรับคือ เม่ือคาสติฟเนสของสปริงหมุนเพ่ิมข้ึนจะทําให

ระบบมีสติฟเนสเพ่ิมข้ึน 

สุนทร  เกียรติคงศักดิ์ และสมชาย ชูชีพสกุล [15] ไดทําการศึกษาพฤติกรรมของคาน     

อยางงายท่ีปลายท้ังสองขางหมุนไดตามเง่ือนไขของจุดรองรับ เม่ือกําหนดใหแรงอัดเขากระทําท่ีปลาย

ของคาน  วิเคราะหหาคําตอบโดยใชโปรแกรม ABAQUS ซ่ึงเปนไปตามวิธีไฟไนตเอลิเมนต เพ่ือหาคา

ของน้ําหนักบรรทุกวิกฤติท่ีทําใหโครงสรางเกิดการโกงเดาะ และพฤติกรรมหลังการโกงเดาะ แลวนําผลท่ี

ไดไปตรวจสอบกับผลจากวิธียิงเปา พบวา มีการเปลี่ยนแปลงพฤติกรรมโครงสราง คือ เกิดพฤติกรรม 

Snap-through และเม่ือสติฟเนสของสปริงท่ีปลายคานมีคาสูง ๆ จะทําใหคาของน้ําหนักบรรทุกวิกฤติมี

คาสูงข้ึนตาม 

โดยสวนมากแลวงานวิจัยเหลานี้ไมไดคํานึงถึงผลของน้ําหนักบรรทุกของตัวเองท่ีอาจสงผลให

เกิดการสูญเสียเสถียรภาพอีกครั้งภายหลังจากการโกงเดาะในครั้งแรก โดยการอาศัยแนวความคิดจาก

ผลงานวิจัยของ  Phungpaingam และคณะ[12] ซ่ึงงานวิจัยนี้จะทําการศึกษาถึงเสถียรภาพของอิลา

สติกคาในสองมิติ  โดยการอาศัยแรงภายนอกเปนเครื่องมือในการทดสอบเสถียรภาพ โดยท่ีปลายดาน

หนึ่งของอิลาสติกคาเปนแบบยึดแนน  ในขณะท่ีปลายอีกดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบ sleeve และ

ท่ีก่ึงกลางของอิลาสติกคาจะมีแรงในแนวราบมากระทําเพ่ือทําการทดสอบการเสถียรภาพของ            
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อิลาสติกคา โดยอาศัยการสังเกตเครื่องหมายของสตีฟเนสของอิลาสติกคาตอแรงในแนวราบเปนตัวบอก

ถึงความมีเสถียรภาพของอิลาสติกคา 

 
 
 
 
 



บทท่ี 3 
วิธีการดําเนินการวิจัย 

 

3.1 ลักษณะของปญหา 

การทดสอบเสถียรภาพของอิลาสติกคาสามารถกระทําไดโดยวิธีท่ีใชกันอยางแพรหลายคือ  

1) การสังเกตคาสติฟเนส [3,12,16] 2) ตรวจสอบการแปรผันของอันดับสองของฟงกชันพลังงานศักย

รวม [17] และ  3) วิธีการทางพลศาสตรโดยสังเกตคาของความถ่ีธรรมชาติ [1,18-19] ซ่ึงในแตละวิธีการ

จะเหมาะสมกับลักษณะของปญหาท่ีแตกตางกันไป ซ่ึงในงานวิจัยนี้ไดใชวิธีการตรวจสอบคาสติฟเนส 

ของอิลาสติกคาตอแรงกระทําในแนวราบเพ่ือศึกษาตําแหนงวิกฤติท่ีทําใหอิลาสติกคาเกิดการสูญเสีย

เสถียรภาพในแนวตั้งตรง (Upright position) ดวยการสรางสมการครอบคลุมปญหาท่ีมีความไรเชิงเสน

จากสภาวะสมดุลของชิ้นสวนยอยอิลาสติกคา ความสัมพันธระหวางโมเมนตดัดและความโคง และ

ความสัมพันธของรูปรางทางเรขาคณิตของอิลาสติกคา ผลกระทบของแรงท่ีก่ึงกลางไดถูกรวมเขาไปโดย

พิจารณาชิ้นสวนยอยของอิลาสติกคาท่ีก่ึงกลาง หลังจากนั้นไดใชวิธีการยิงเปาเพ่ือหาผลเฉลยเชิงตัวเลข 

ผลลัพธของความสัมพันธระหวางแรงท่ีก่ึงกลางและระยะการเคลื่อนท่ีในแนวราบท่ีจุดก่ึงกลาง สามารถ

ทํานายพฤติกรรมของเสถียรภาพของอิลาสติกคาไดโดยการสังเกตเครื่องหมายของเสนโคงความสัมพันธ

ของแรงกระทําในแนวราบและระยะเคลื่อนตัวในแนวราบ   หากความชันของเสนโคง (สติฟเนส) มีคา

เปนบวกแสดงถึงการมีเสถียรภาพ ในขณะท่ีความชันของเสนโคงท่ีเปนลบหมายถึงการสูญเสีย

เสถียรภาพ นอกเหนือไปจากการคํานวณเชิงตัวเลขแลวยังไดทําการทดลองเปรียบเทียบอยางงายข้ึนมา 

โดยใชแผนโพลีคารบอเนตซ่ึงมีความยืดหยุนสูง  

3.2 สมมติฐานในการวิเคราะห 

สมมติฐานท่ีใชในการวิเคราะหปญหาการแอนตัวมากและเสถียรภาพของอิลาสติกคาภายใต

แรงอัดในแนวแกนและสนามของแรงโนมถวงของโลกมี  ดังนี้ 

3.2.1  วัสดุอิลาสติกคาสมํ่าเสมอเปนเนื้อเดียวกัน และมีคุณสมบัติทางกายภาพเหมือนกันใน

ทุกทิศทางตลอดความยาวคาน 

3.2.2  อิลาสติกคาไมมีการยืดหรือหดตัวตามแนวแกนเม่ือรับแรง 

3.2.3  แรงท่ีกระตออิลาสติกคาจะยึดติดอยูกับตําแหนงเดิมเสมอ 
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3.3  ข้ันตอนการหาคําตอบดวยการคํานวณ 

3.3.1  กระบวนการคํานวณ 

         จากระบบสมการอนุพันธอันดับท่ี 1 ของปญหาคาขอบเขต (2.6)-(2.8) ซ่ึงเปนปญหา

แบบ Two - Point Boundary Values Problem แกปญหาโดยการกําหนดคาความยาวสวนโคง

ท้ังหมด ts  ตั้งแต 0-10  และคาน้ําหนักเนื่องจากเรื่องโนมถวงของโลกW  ท่ี 0.00 , 0.50, 1.00, 1.50, 

2.00, 2.50, 5.00  และ 7.50 และคาการเคลื่อนตัวในแนวราบ h  แลวสมมติคาเริ่มตน M V N  และ P   

เพ่ือใชเปนคาเริ่มตนในกระบวนการคํานวณดวยวิธี Shooting Optimization รวมกับการอินทิเกรตเชิง

ตัวเลขแบบรุงเง คุตตา(Runge-Kutta)โดยมีเปาหมายเพ่ือหาคาตัวแปรตามท่ีตองการ ไดแก M V N  

และ P    

3.3.2  การตรวจสอบความถูกตองของการคํานวณ 

         ตรวจสอบความถูกตองของผลการคํานวณ   โดยเปรียบเทียบกับคาขอบเขตเง่ือนไขท่ี

ปลายซ่ึงทราบคาแลว  ซ่ึงในท่ีนี้ใชเง่ือนไขดังระบุในสมการท่ี  3.1 

 

2( ) ( ) 1 ( ) ( ) 0.5ts
t t tMin s x s y s h xφ θ= + − + + − +                          (3.1) 

 

          หากมีการตรวจสอบพบวาคาของฟงกชันทางขวาของสมการท่ี 2.21 ยังมีคามากกวา

ความคลาดเคลื่อนท่ียอมใหคือ 910ε −= จะเกิดการคํานวณซํ้าจนกระท่ังไดคําตอบท่ีสอดคลองกับ

เง่ือนไขดังกลาว 
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3.3.3  ข้ันตอนการคํานวณ 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี 3.1  ข้ันตอนการคํานวณกอนการทดสอบเสถียรภาพ 

กําหนดคา ts  และ W  

0h =    

สมมติคา M  V  N     เปนคาเริ่มตน

สําหรับการคํานวณ 

โปรแกรมทําการคํานวณโดยใชระบบสมการอนุพันธดับ 1  

รวมกับความสัมพันธทางเรขาคณิตและเง่ือนไขขอบเขต 

0; ; cos sindN dV dMW V N
ds ds ds

θ θ= = = − +   

d M
ds
θ
=    

cos ; sindx dy
ds ds

θ θ= =                     

เง่ือนไขขอบเขตกอนการทดสอบเสถียรภาพ  จะได 

ท่ี 0s =    (0) 0; (0) 0; (0) 0x y θ= = =  

ท่ี ts s=   ( ) 1; ( ) 0; ( ) 0t t tx s y s sθ= = =  

 

ปรับแกคา M  V  N    เพ่ือเปน

คาเริ่มตนสําหรับการคํานวณใหม 

NO 

( ) ( ) 1 ( )t t tMin s x s y sφ θ= + − + +

2( ) 0.5tsh x− +  

 
END 

YES 

 START  
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รูปท่ี 3.2  ข้ันตอนการคํานวณขณะทดสอบเสถียรภาพ 

 

กําหนดคา ts  h    และ W  

 ts คงท่ี 

สมมุติคา 𝑀𝑀�   𝑉𝑉�   𝑁𝑁�  และ 𝑃𝑃�  เปนคา

เริ่มตนสําหรับการคํานวณ 

โปรแกรมทําการคํานวณโดยใชระบบสมการอนุพันธดับ 1  

รวมกับความสัมพันธทางเรขาคณิตและเง่ือนไขขอบเขต 

   จากสมการในข้ันตอนกอนการทดสอบและสมการสมดุล 

 ∴ ∆𝑁𝑁� =  −𝑃𝑃�                          

𝑁𝑁� �
𝑠̅𝑠𝑡𝑡
2
�
+

= 𝑁𝑁� − 𝑃𝑃� 

เง่ือนไขขอบเขตกอนการทดสอบเสถียรภาพ  จะได 

𝑠̅𝑠 =  𝑠̅𝑠𝑡𝑡
2
  ไปจนถึง  𝑠̅𝑠 = 𝑠̅𝑠𝑡𝑡   

𝑥̅𝑥(𝑠̅𝑠𝑡𝑡)  = 1 ;  𝑦𝑦�(𝑠̅𝑠𝑡𝑡)0  ;  𝜃𝜃(𝑠̅𝑠𝑡𝑡) = 0 ; 𝑥̅𝑥 �𝑠̅𝑠𝑡𝑡
2
� − 0.5 =  ℎ�             

  

 

 

 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 Φ = |𝜃𝜃(𝑠̅𝑠𝑡𝑡)| + |𝑥̅𝑥(𝑠̅𝑠𝑡𝑡)

− 1| 

  +|𝑦𝑦�(𝑠̅𝑠𝑡𝑡)| + �ℎ� − 𝑥̅𝑥 �
𝑠̅𝑠𝑡𝑡
2
�

 
ปรับแกคา 𝑀𝑀�   𝑉𝑉�   𝑁𝑁�  และ 𝑃𝑃�  

เพ่ือเปนคาเริ่มตนสําหรับการ

คํานวณใหม 

END NO 

YES 
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3.4  การทดสอบตัวอยาง 

ทําการทดสอบตัวอยางดวยแผนโพลีคารบอเนต ตามรูปท่ี 2.3 หนาตัดสมํ่าเสมอ ความยาว

ชวงพาด(Span Length) คงท่ี L  โดยท่ีปลายดานหนึ่งของอิลาสติกคาเปนแบบยึดแนน(จุด A) ในขณะท่ี

ปลายอีกดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบเลื่อนได (Sleeve Support) (จุด B) แลวใหแรงอัดใน

แนวแกนกระทําท่ีปลายดาน B ทําใหความยาวของอิลาสติกคาเพ่ิมข้ึน โดยกําหนดความยาวตั้งแต 1.0 – 

3.0 m ท่ีน้ําหนักของอิลาสติกคาแตกตางกัน 2 คา ซ่ึงแปรผันตามความกวางของชิ้นตัวอยาง 25 , 50 

mm. ตามลําดับ  และทําการทดสอบการมีเสถียรภาพของอิลาสติกคาโดยการเพ่ิมแรงในแนวราบท่ี

ก่ึงกลางคานของอิลาสติกคา ท่ีคาของน้ําหนัก W และ ความยาว s ตาง ๆ 

3.4.1  เครื่องมือและอุปกรณ 

         1. แผนโพลีคารบอเนต ท่ีมีขนาดแตกตางกัน 2 ขนาด และคุณสมบัติอ่ืน ๆ  

รายละเอียด ดังตารางท่ี 3.1  

 

ตารางท่ี 3.1  คุณสมบัติตาง ๆ ของแผนโพลีคารบอเนต  จําแนกตามขนาด 

ขนาด (mm) I (cm4) E (kg/cm2) W (kg/cm) 

2 x 25 x 3000 0.001667  21588.186 0.0006 

2 x 50 x 3000 0.003333 21588.186 0.0012 

  *หมายเหตุ  จะเห็นไดวาขนาดของแผนโพลีคารบอเนตท่ีขนาดตางกันเม่ือคํานวณจาก

สมการโดยกําหนดคา W เทากันความยาวชวงพาดท่ีไดจึงเทากันเนื่องจากสัดสวนของโมเมนตอินนีเชีย

โมเมนตความเฉื่อย (Moment of inertia) ตอน้ําหนักของแผนแผนโพลีคารบอเนตมีคาคงท่ีเทากัน 

2. โตะสําหรับการจับยึดอุปกรณทดสอบ 

3. ไมบรรทัดเหล็ก 

4. เครื่องชั่งแบบแขวน คาความละเอียด 10 กรัม 

5. กลองถายรูปพรอมขาตั้ง 

6. เครื่องคอมพิวเตอร 

7. กระดาษกราฟ 

8. ตลับเมตร 
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3.4.2  วิธีการทดลองขณะทําการทดสอบเสถียรภาพ 

         1. จับยึดแผนโพลีคารบอเนตกับชุดอุปกรณสําหรับทดสอบ ความยาวชวงพาด   

(Span Length) ค ง ท่ี  0.669L =  m ( 5.00W = )แ ล ะ 0.766L =  m ( 7.50W = ) โด ย กํ า ห น ด ค า

5.00,7.50W =  แลวคํานวณคา L  จากสมการ 5e โดยยึดปลาย ดานหนึ่งของแผนโพลีคารบอเนตกับหัว

แบบยึดแนน(จุด A) ในขณะท่ีปลายอีกดานหนึ่งวางอยูบนจุดรองรับแบบ sleeve (จุด B) ใหแรงอัดใน

แนวแกนกระทําท่ีปลายดาน B ทําใหความยาวของอิลาสติกคาเพ่ิมข้ึน 

         2. แปรผันขนาดแผนโพลีคารบอเนตท่ีขนาด2 x 25 x3000mm และ2 x 50 x3000 

mm. ตามลําดับ 

         3.ท่ีแตละขนาดของแผนโพลีคารบอเนตใหแรงกระทําท่ีก่ึงกลางของความยาวทําการ 

ทดสอบโดยจับยึดกับเครื่องชั่งแบบแขวนแลวดึงใหแรงในแนวราบ กําหนดระยะการเคลื่อนท่ีในแนวราบ

ท่ีระยะ h  = 0-0.5 แลวอานคาแรงท่ีเครื่องชั่ง  

         4. ทําในข้ันตอนท่ี 1 – 3 อีกครั้งโดยการเปลี่ยนแปลงขนาดของแผนโพลีคารบอเนต 

         5. จดบันทึกคาความยาวสวนโคง และแรงท่ีกระทํา 

         6. นําคาตัวแปรตาง ๆ ท่ีไดจากการทดลองไปสรุปผลและเปรียบเทียบกับผลท่ีไดจาก 

การคํานวณเชิงตัวเลข 

 

 
 

รูปท่ี 3.3 ชุดอุปกรณสําหรับการทดลองเพ่ือทดสอบเสถียรภาพ 

 



บทท่ี 4 
ผลการศึกษาและวิเคราะห์ผล 

 

4.1 ผลการค านวณของอิลาสติกคาก่อนการทดสอบเสถียรภาพ 
จากการให้แรงอัดตามแนวแกนที่ปลายจุดรองรับแบบ Sleeve สามารถตรวจสอบเสถียรภาพ

ของอิลาสติกคาก่อนที่ถูกกระท าโดยแรงในแนวราบ P เพ่ือทดสอบเสถียรภาพของอิลาสติกค เมื่อ h  = 
0.00  ที่น้ าหนักของอิลาสติกคาแตกต่างกันดังนี้ W  = 0.00 ,0.50 ,1.00 ,1.50 ,2.00 ,2.50 ,5.00 และ 

7.50  สามารถแสดงความสัมพันธ์ระหว่างค่าความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ( ts ) กับค่าแรงอัดตามแนวแกน  
( N ) รายละเอียดแสดงดังในภาคผนวก ง  ตารางที่ ง 1.1- ง 1.7 ซึ่งจากข้อมูลดังกล่าวจะแสดงค่าความ

ยาวส่วนโค้งทั้งหมดที่สภาวะวิกฤติ (  t cris ) และค่าแรงตามแนวแกนวิกฤติ (  criN ) สามารถน ามาแสดง
ในตารางที่ 4.1  

 

ตารางที ่4.1  ค่าความยาวส่วนโค้งท้ังหมดที่สภาวะวิกฤติ(  t cris )และค่าแรงตามแนวแกนวิกฤติ(  criN ) 
เมื่อก าหนดน้ าหนักของอิลาสติกคา W  มีค่าเท่ากับ  0.00,0.50,1.00,1.50, 2.00, 2.50 , 
5.00 และ 7.50  ตามล าดับ 

W   t criS   criN  

0.00 - - 
0.50 9.61 0.850328 
1.00 7.53 1.416290 
1.50 6.52 1.916497 
2.00 5.88 2.380018 
2.50 5.43 2.818969 

5.00 4.21 4.806823 

7.50 3.62 6.611307 
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รูปที ่4.1  ความสัมพันธ์ระหว่างความยาวส่วนโค้ง ( ts ) และค่าแรงตามแนวแกน ( N ) 

 

จากการศึกษาสามารถหาค่าความสัมพันธ์ระหว่างค่าความยาวส่วนโค้ง  ( ts ) กับค่าแรงอัด
ตามแนวแกนดังแสดงในตารางที่ 4.1 และรูปที่ 4.1  ซึ่งพบว่าเมื่อก าหนดให้ อิลาสติกคาถูกกระท าโดย
แรงอัดในแนวแกนที่ปลายจุดแรงรับแบบ sleeve และสนามของแรงโน้มถ่วงของโลกซึ่งอยู่ในรูปของ

น้ าหนักของอิลาสติกคา  W  โดยการก าหนดค่าความยาวที่ท าการทดสอบ ts  มีค่าตั้งแต่ 1.00 ถึง 
10.00  ที่ค่าของน้ าหนักของอิลาสติกคาW  ตั้งแต่0.00,0.50,1.00,1.50,2.00,2.50,5.00 และ 7.50 
ตามล าดับนั้น จากผลข้างต้นซึ่งแสดงในตารางที่  4.1 ที่ค่าน้ าหนักของอิลาสติกคา W  ที่  0.00            

ไม่สามารถหาค่าความยาวส่วนโค้งทั้งหมดที่สภาวะวิกฤติ  (  t cri
s ) ได้ รวมถึงค่าแรงอัดตามแนวแกน

วิกฤติ  cri
N  ในกรณีที่W  = 0.00 อาจจ าเป็นต้องขยาย ts  ที่มีค่ามากกว่า 10.00 จึงจะพบความยาว

ส่วนโค้งวิกฤติ  t cri
s  และที่ค่า W   ที่ 0.00, 0.50, 1.00, 1.50, 2.00, 2.50, 5.00 และ 7.50  ค่าความ

ยาวส่วนโค้งทั้งหมดที่สภาวะวิกฤติ  t cri
s  มีค่าลดลงตั้งแต่  9.61 ถึง 3.62 ตามล าดับ  และจะส่งผลต่อ

ค่าแรงตามแนวแกนวิกฤติ  cri
N  ให้มีค่าเพ่ิมขึ้นตามล าดับด้วย  จากการสังเกตรูปที่ 4.1 ซึ่งแสดง

ความสัมพันธ์ระหว่างความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts  และค่าแรงตามแนวแกน N   นั้น ที่ค่าW  เท่ากับ 
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0.00 แนวโน้มของแรงอัดที่กระท าตามแนวแกนจะลดลงเรื่อยๆ จนกระทั้งความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts  
เท่ากับ 10.00 ซึ่งแสดงให้เห็นว่าระบบไร้เสถียรภาพและที่  W ตั้งแต่ 0.50, 1.00, 1.50, 2.00, 2.50, 
5.00 และ7.50 แนวโน้มของค่าแรงอัดที่กระท าตามแนวแกน N   ก็มีค่าลดลงเรื่อย ๆ เช่นกัน  แต่เมื่อถึง

ความยาวส่วนโค้งทั้งหมดที่สภาวะวิกฤติ  t cri
s   ที่ค่าหนึ่ง ๆ  คือประมาณ  9.61, 7.54, 6.53, 5.89, 

5.44, 4.22 และ3.63 ตามล าดับค่าของแรงอัดตามแนวแกน N   ก็จะมีค่าเพ่ิมมากขึ้น เมื่อ ts  เพ่ิมขึ้น
ซึ่งแสดงให้เห็นว่าระบบมีเสถียรภาพเมื่อความยาวส่วนโค้งท้ังหมดมีค่ามากกว่าหรือเท่ากับความยาวส่วน
โค้งวิกฤติ  

โดยที่น้ าหนักของอิลาสติกคาค่าหนึ่ง ๆ จะมีรูปแบบการเสียรูปที่แตกต่างกัน เมื่อก าหนดให้ h  

= 0.00 และท่ี ts ต่าง ๆ แสดงให้เห็นดังรูปที่ 4.2(a) – (d) 

                      
รูปที ่4.2 (a)  การเสียรูปที่ W = 0.50                 รูปที ่4.2 (b)  การเสียรูปที่ W = 1.00 

 
       รูปที ่4.2 (c)  การเสียรูปที่ W = 2.00          รูปที ่4.2 (d)  การเสียรูปที่ W = 2.50 
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4.2  ผลการค านวณของอิลาสติกคาที่กระท าโดยแรงในแนวราบ P  เพ่ือท าการทดสอบ
เสถียรภาพ 
ตารางท่ี 4.2  ผลการค านวณที่น้ าหนักของอิลาสติกคา W  = 0.00 , h  = 0.00 – 0.50 

h  
P  

ts  = 2.50 ts  = 5.00 ts  = 7.50 ts  =10.00 
0 0 0 0 0 

0.01 0.389953 0.0149897 0.0025152 0.000732 
0.10 3.9499127 0.1501059 0.0251677 0.0073232 
0.20 8.2246822 0.3014914 0.0504323 0.0146642 
0.30 13.262217 0.4554929 0.0758931 0.0220411 
0.40 19.821629 0.613568 0.1016544 0.0294725 
0.50 29.55749 0.7773742 0.1278281 0.036978 

 
 

   
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0.00

10.00

20.00

30.00

st=2.50
st=5.00
st=7.50
st=10.00

 
รูปที ่4.3 ความสัมพันธ์ของระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ h  กับแรงในแนวราบ P ที่ W  = 0.00 

h

P
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ตารางท่ี 4.3  ผลการค านวณที่น้ าหนักของอิลาสติกคา W  = 0.50 , h  = 0.00 – 0.50 

h  
P  

ts  = 2.50 ts  = 5.00 ts  = 7.50 ts  = 10.00 
0 0 0 0 0 

0.01 0.379654 0.008264 0.000037 -0.000005 
0.10 3.845965 0.082768 0.000369 -0.000050 
0.20 8.010599 0.166295 0.000754 -0.000086 
0.30 12.923340 0.251379 0.001171 -0.000095 
0.40 19.328374 0.338886 0.001639 -0.000062 
0.50 28.847011 0.429808 0.002176 -0.000086 

 
 

    
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0.00

10.00

20.00

30.00

st=2.50
st=5.00
st=7.50
st=10.00

 
รูปที ่4.4  ความสัมพันธ์ของระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ  h  กับแรงในแนวราบ P  ที่ W  = 0.50 

 
 
 
 

h

P
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ตารางท่ี 4.4  ผลการค านวณที่น้ าหนักของอิลาสติกคา W  = 1.00 , h  = 0.00 – 0.50 

h  
P  

ts  = 2.50 ts  = 5.00 ts  = 5.14 ts  = 5.15 
0 0 0 0 0 

0.01 0.369391 0.001594 0.000002 -0.000102 
0.10 3.742379 0.015972 0.000036 -0.001007 
0.20 7.797220 0.032165 0.000139 -0.001956 
0.30 12.585485 0.048810 0.000378 -0.002787 
0.40 18.836440 0.066157 0.000827 -0.003440 
0.50 28.138168 0.084486 0.001562 -0.003850 

 
 

    0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

-5.00

0.00

5.00

10.00

15.00

20.00

25.00

30.00

st=2.50

st=5.00

st=5.14

st=5.15

 
รูปที ่4.5  ความสัมพันธ์ของระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ  h  กับแรงในแนวราบ P  ที่ W  = 1.00 

 
 
 
 

h
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ตารางท่ี 4.5  ผลการค านวณที่น้ าหนักของอิลาสติกคา W  = 2.00 , h  = 0.00 – 0.50 

h  
P  

ts  = 2.50 ts  = 4.00 ts  = 4.34 ts  = 4.35 
0 0 0 0 0 

0.01 0.348981 0.011749 0.000094 -0.000170 
0.10 3.536347 0.117874 0.000996 -0.001649 
0.20 7.372690 0.238132 0.002337 -0.002992 
0.30 11.913015 0.363310 0.004379 -0.003712 
0.40 17.856776 0.496283 0.007504 -0.003471 
0.50 26.725705 0.640507 0.012135 -0.001902 
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รูปที ่4.6  ความสัมพันธ์ของระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ  h  กับแรงในแนวราบ ที่ W  = 2.00 
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ตารางท่ี 4.6  ผลการค านวณที่น้ าหนักของอิลาสติกคา W  = 2.50 , h  = 0.00 – 0.50 

h  
P  

ts  = 2.50 ts  = 4.00 ts  = 4.11 ts  = 4.12 
0 0 0 0 0 

0.01 0.338836 0.004502 0.000196 -0.000161 
0.10 3.433929 0.045246 0.002060 -0.001521 
0.20 7.161597 0.091858 0.004706 -0.002517 
0.30 11.578491 0.141278 0.008547 -0.002441 
0.40 17.369173 0.195124 0.014246 -0.000706 
0.50 26.022252 0.255313 0.022549 0.003346 
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รูปที ่4.7  ความสัมพันธ์ของระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ  h  กับแรงในแนวราบ ที่ W  = 2.50 

 
 
 
 

h
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ตารางท่ี 4.7  ผลการค านวณที่น้ าหนักของอิลาสติกคา W  = 5.00 , h  = 0.00 – 0.50 

h  
P  

ts  = 2.50 ts  = 4.00 ts  = 3.48 ts  = 3.49 
0 0 0 0 0 

0.01 1.106089 0.288781 0.000513 -0.000393 
0.10 11.338288 2.928499 0.005589 -0.003513 
0.20 24.733560 6.119233 0.014002 -0.004469 
0.30 44.883754 9.925094 0.028272 -0.000131 
0.40 NA 14.956317 0.051893 0.012638 
0.50 NA 22.536503 0.089155 0.037655 
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รูปที ่4.8  ความสัมพันธ์ของระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ  h  กับแรงในแนวราบ ที่ W  = 5.00 
 
 
 
 

h

P



45 
 

ตารางท่ี 4.8  ผลการค านวณที่น้ าหนักของอิลาสติกคา W  = 7.50 , h  = 0.00 – 0.50 

h  
P  

ts  = 2.00 ts  = 2.50 ts  = 3.16 ts  = 3.17 
0 0 0 0 0 

0.01 1.043168 0.240040 0.001342 -0.000217 
0.10 10.697859 2.436139 0.014561 -0.001144 
0.20 23.369210 5.102651 0.036159 0.004082 
0.30 42.545207 8.309687 0.072639 0.022759 
0.40 NA 12.593402 0.133653 0.063550 
0.50 NA 19.113496 0.232128 0.137965 
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รูปที ่4.9  ความสัมพันธ์ของระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ  h  กับแรงในแนวราบ  ที่ W  = 7.50 
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4.3  ผลเชิงทฤษฎีและการทดลอง 
4.3.1  ผลการค านวณความยาวส่วนโค้งท้ังหมดที่ยังท าให้มีเสถียรภาพ 

         ในการทดสอบเสถียรภาพของอิลาสติกคาภายใต้สนามของแรงโน้มถ่วงของโลกอิลา

สติกคาจะถูกบังคับความยาวส่วนโค้งท้ังหมด ( ts ) ให้มีค่าคงที่  และท าการทดสอบเสถียรภาพโดยอาศัย
แรงกระท าที่ก่ึงกลาง P  ในแนวราบ 
 

ตารางท่ี  4.9  ความสัมพันธ์ระหว่างน้ าหนักของอิลาสติกคา (W ) กับความยาวส่วนโค้งท้ังหมด                    

                     ที่เริ่มสูญเสียเสถียรภาพ ( ( )t cris )   
 W  

( )t cris  
0.50 6.10 
1.00 5.20 
2.00 4.40 
2.50 4.20 
5.00 3.49 
7.50 3.18 

จากตารางที่ 4.9 แสดงความยาวส่วนโค้งวิกฤติที่น้ าหนักของอิลาสติกคา W แปรผันตั้งแต่ 
0.5 ถึง 7.5 ซึ่งจะเห็นได้ว่าเมื่อน้ าหนักบรรทุกเพ่ิมมากขึ้น ความยาวส่วนโค้งที่ท าให้อิลาสติกคาเริ่ม              
ไร้เสถียรภาพจะยิ่งลดลงอันเนื่องมาจากผลของแรงโน้มถ่วงที่เพ่ิมมากข้ึนนั่นเอง 

จากข้อมูลตามตารางที่ 4.9 ที่ W = 5.00 และ 7.50 น าผลที่ได้ไปใช้เป็นค่าเริ่มต้นส าหรับ  
การทดลองอย่างง่าย ทั้งนี้เพราะจากคุณสมบัติของวัสดุที่เลือกใช้เป็นแผ่นโพลีคาร์บอเนต การเลือกใช้ 
W  ในช่วงดังกล่าวมีความสะดวกในการเลือกขนาดของวัสดุและง่ายต่อการอ่านค่าระยะการเคลื่อนที่ใน
แนวราบ ( h ) และแรงในแนวราบ ( P ) การทดสอบเสถียรภาพของอิลาสติกคาท าได้โดยการสังเกต
เครื่องหมายของสติฟเนส ที่ต้านทานการเคลื่อนที่ในแนวราบภายใต้แรงกระท า P  หากมีค่าเป็นบวก
แสดงถึงการเสถียรภาพ แต่หากเป็นลบแสดงว่า ไร้เสถียรภาพ ซึ่งแสดงให้เห็นดังรูปที่ 4.10  เมื่อ W = 
5.00 และ

ts
= 3.50 โดยรูปร่างของอิลาสติกคาที่ตั้งตรงมีความไร้เสถียรภาพ ดังนั้นอิลาสติกคาจึงไม่

สามารถตั้งตรงได้เช่นเดียวกับรูปที่ 3.3 อิลาสติกคาจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปร่างเพ่ือหาจุดสมดุลที่มี
เสถียรภาพใหม่ที่ระยะ h = 37.4810 cm ซึ่งในกรณีนี้แสดงได้ในรูปที่ 4.11 ถึง4.12 และในท านอง
เดียวกันในรูปที่ 4.13 ถึง 4.15 ซึ่ง W = 7.50 และ 

ts
= 3.20 ซึ่งรูปร่างในแนวตั้งตรงของอิลาสติกคามี

ความไร้เสถียรภาพ แต่จะมีจุดสมดุลที่มีเสถียรภาพใหม่คือที่ระยะ h  = 54.3979 cm. 
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รูปที ่4.10  ความสัมพันธ์ระหว่าง  h   กับ P  ที่ W = 5.00, ts = 3.50 , 0h   

ภาพจากการค านวณ

 
รูปที ่4.11  รูปร่างการเสียรูปจากการค านวณ ที่ W = 5.00, ts = 3.50 , 0h    

ภาพจากการทดลอง

 
รูปที ่4.12  รูปร่างการเสียรูปจากการทดลอง ที่ W = 5.00, ts = 3.50, 0h   

37.4810, 6.4591x10-5 
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รูปที ่4.13  ความสัมพันธ์ระหว่าง  h  กับ P  ที่ W = 7.50, ts = 3.20, 0h   

 

ภาพจากการค านวณ

 
รูปที ่4.14  รูปร่างการเสียรูปจากการค านวณ ที่ W = 7.50, ts = 3.20 , 0h   

ภาพจากการทดลอง

 
รูปที ่4.15  รูปร่างการเสียรูปจากการทดลองท่ี W = 7.50, ts = 3.20 , 0h   
 

54.3979, 0.00023 
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เพ่ือแสดงให้เห็นความสอดคล้องของผลเชิงทฤษฎีและผลเชิงการทดลอง จะแสดงผล          
การเปรียบเทียบแรงในแนวราบที่ W = 5.00 และ 7.50 ที่ ts  ต่าง ๆ กัน ดังแสดงในหัวข้อ 4.3.2  
 

4.3.2  ผลเชิงทฤษฎีและการทดลองจ าแนกรายกรณี 

         จากความสัมพันธ์ระหว่างน้ าหนักของอิลาสติกคา (W )  และความยาวส่วนโค้งวิกฤติ    

( ( )t cris ) แสดงในตารางที่ 4.9 น าผลการค านวณที่น้ าหนักของอิลาสติกคา (W ) เท่ากับ 5.00 และ 7.50 
ไปท าการทดสอบเสถียรภาพด้วยการทดลอง เพ่ือเปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับผลจาก
การทดลอง โดยท าการทดสอบกับอิลาสติกคาที่มีความกว้าง 2 ขนาด คือ 2.50 cm และ 5.00 cm       
ผลเป็นดังนี้  
 
ตารางท่ี 4.10  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง กับอิลาสติกคาขนาด  
  2.50 cm. , W = 5.00 ที่ ts = 2.0  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P  (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 6.693 11.34 0.0911 0.09 
0.2 13.386 24.73 0.1987 0.22 
0.3 20.079 44.88 0.3605 0.49 
0.39 26.103 83.44 0.6702 NA 
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รูปที ่4.16  ความสัมพันธ์ระหว่าง h  กับ P ที่อิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm W = 5.00 ที่ ts = 2.0 
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ตารางท่ี 4.11  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง กับอิลาสติกคาขนาด  

         2.50 cm. , W = 5.00 ที่ ts = 2.5  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P  (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 6.693 2.93 0.0235 NA 
0.2 13.386 6.12 0.0491 0.05 
0.3 20.079 9.93 0.0797 0.09 
0.4 26.772 14.96 0.1201 0.15 
0.5 33.466 22.54 0.1810 0.23 
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รูปที ่4.17  ความสัมพันธ์ระหว่าง  h  กับ P ที่อิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm W = 5.00 ที่ ts = 2.5 
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ตารางท่ี 4.12  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง กับอิลาสติกคาขนาด  
                   5.00 cm. , W = 5.00 ที่ ts = 2.0  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P  (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 6.693 11.34 0.1821 0.22 
0.2 13.386 24.73 0.3973 0.51 
0.3 20.079 44.88 0.7210 0.99 
0.39 26.103 83.44 1.3404 1.60 
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  รูปที ่4.18  ความสัมพันธ์ระหว่าง  h  กับ P  ที่อิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm W = 5.00 ที่ ts = 2.0 
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ตารางท่ี 4.13  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง กับอิลาสติกคาขนาด  
                   5.00 cm. , W = 5.00 ที่ ts = 2.5  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P  (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 6.693 2.93 0.0470 0.05 
0.2 13.386 6.12 0.0983 0.11 
0.3 20.079 9.93 0.1594 0.17 
0.4 26.772 14.96 0.2403 0.28 
0.5 33.460 22.54 0.3620 0.48 
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รูปที ่4.19  ความสัมพันธ์ระหว่าง  h  กับ P ที่อิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm W = 5.00 ที่ ts = 2.5 

 
จากผลในตารางที่ 4.10 ถึง 4.11 และรูปแสดงความสัมพันธ์ระหว่าง h  กับ P ที่ 4.16 ถึง 

4.17 พบว่า ที่   b  = 2.50 cm, W = 5.00 ที่ ts = 2.0  ที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ  h  = 0 ถึง 
0.2 ผลการค านวณเชิงตัวเลขและผลเชิงทดลองให้ค่า P ใกล้เคียงกัน โดยที่เมื่อ h  เพ่ิมขึ้นค่า P จะ
เพ่ิมขึ้นตาม จนถึงที่ระยะ h  = 0.39 จะให้ค่า P สูงสุด แต่ผลเชิงการทดลองไม่สามารถวัดค่า P ได้ 
เมื่อ h  มีค่ามากกว่านี้เนื่องจากวัสดุเกิดการยึดรั้งกับจุดรองรับ  

เมื่อความยาวส่วนโค้งทั้งหมดเพ่ิมขึ้นเป็น ts = 2.5  พบว่า ที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ   
h = 0.1 ผลการทดลองจะไม่สามารถอ่านค่า P ได้ เนื่องจากข้อจ ากัดของเครื่องมือวัดที่ไม่สามารถอ่าน
ค่าแรงที่ค่าแรงน้อยมาก ๆ ได้ เมื่อเปรียบเทียบผลการค านวณเชิงตัวเลขกับผลเชิงการทดลองจะมีค่า
ใกล้เคียงกันที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ h = 0.2 ถึง 0.3 เมื่อ h มีค่ามากกว่า 0.3 จะท าให้เกิด  
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ความแตกต่างระหว่างค่า P จากการค านวณเชิงตัวเลขและการทดลองมากข้ึน เป็นผลจากการยึดรั้งกับ
จุดรองรับของวัสดุ 

จากผลในตารางที่ 4.12 ถึง 4.13 และรูปแสดงความสัมพันธ์ระหว่าง h  กับ P ที่ 4.18 ถึง 
4.19 พบว่า ที่    b  = 5.00 cm , W = 5.00 ที่ ts = 2.0  และ ts = 2.5 ผลเชิงทดลองให้ P เป็น 2 
เท่า ของแผ่นที่มีความกว้าง b  = 2.50 cm  และที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ  h  = 0.1 ผลเชิงการ
ทดลองสามารถอ่านค่า P ได้ 0.05 kg โดยแผ่นที่มีความกว้าง b  = 2.50 cm นั้น อ่านค่าไม่ได้ ซึ่งเป็น
การยืนยันได้ว่าผลการค านวณเชิงตัวเลขมีความสอดคล้องกันกับผลการทดลอง 
 
ตารางท่ี 4.14  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง กับอิลาสติกคาขนาด  
                   2.50 cm. , W = 7.50 ที่ ts = 2.0  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 7.662 10.70 0.0656 0.07 
0.2 15.323 23.37 0.1432 0.15 
0.3 22.985 42.55 0.2608 0.35 
0.39 29.881 79.56 0.4877 NA 
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รูปที ่4.20  ความสัมพันธ์ระหว่าง  h  กับ P ที่อิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm W = 7.50 ที่ ts = 2.0 
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ตารางท่ี 4.15  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง กับอิลาสติกคาขนาด  
                   2.50 cm. , W = 7.50 ที่ ts = 2.5  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 7.662 2.44 0.0149 NA 
0.2 15.323 5.10 0.0313 NA 
0.3 22.985 8.31 0.0509 0.06 
0.4 30.647 12.59 0.0772 0.08 
0.5 38.308 19.11 0.1172 0.13 
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รูปที ่4.21  ความสัมพันธ์ระหว่าง h  กับ P ที่อิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm W = 7.50 ที่ ts = 2.5 
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ตารางท่ี 4.16  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง กับอิลาสติกคาขนาด  
                   5.00 cm. , W = 7.50 ที่ ts = 2.0  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P  (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 7.662 11.34 0.1390 0.16 
0.2 15.323 24.73 0.3032 0.38 
0.3 22.985 44.88 0.5502 0.64 
0.39 29.881 83.44 1.0229 NA 
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รูปที ่4.22  ความสัมพันธ์ระหว่าง h  กับ P ที่อิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm  W = 7.50 ที่ ts = 2.0 
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ตารางท่ี 4.17  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง กับอิลาสติกคาขนาด  
                   5.00 cm. , W = 7.50 ที่ ts = 2.5  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P  (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 7.662 2.93 0.0359 NA 
0.2 15.323 6.12 0.0750 0.09 
0.3 22.985 9.93 0.1217 0.13 
0.4 30.647 14.96 0.1833 0.19 
0.5 38.308 22.54 0.2763 0.31 
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รูปที ่4.23  ความสัมพันธ์ระหว่าง h  กับ P  ที่อิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm W = 7.50 ที่ ts = 2.5 

 
จากผลในตารางที่ 4.14 ถึง 4.15 และรูปแสดงความสัมพันธ์ระหว่าง h  กับ P ที่ 4.20 ถึง 

4.21 พบว่า ที่ b  = 2.50 cm , W = 7.50 ที่ ts = 2.0  ที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ h   = 0 ถึง 
0.2 ผลการค านวณเชิงตัวเลขและผลเชิงทดลองให้ค่าแรง P  ใกล้เคียงกัน โดยที่เมื่อ h เพ่ิมขึ้น P จะ
เพ่ิมข้ึนตาม จนถึงที่ระยะ h  = 0.39 จะให้ค่า P สูงสุด แต่ผลเชิงทดลองไม่สามารถวัดค่า P ได้   เมื่อ 
h  มีค่ามากกว่านี้เนื่องจากวัสดุเกิดการยึดรั้งกับจุดรองรับ และข้อจ ากัดของเครื่องมือในการวัดและอ่าน
ค่า รวมถึงความคลาดเคลื่อนจากการใช้ค่า E ที่ได้จากการทดลองอย่างและค านวณย้อนกลับ 

เมื่อความยาวส่วนโค้งทั้งหมดเพ่ิมขึ้นเป็น ts = 2.5 พบว่า ที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ    
h  = 0 ถึง 0.2 ผลการทดลองจะไม่สามารถอ่านค่า P ได้ เนื่องจากข้อจ ากัดของเครื่องมือวัดที่ไม่
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สามารถอ่านค่าแรงที่ค่าแรงน้อยมาก ๆ ได้ เมื่อเปรียบเทียบผลการค านวณเชิงตัวเลขกับผลเชิงการ
ทดลองจะมีค่าใกล้เคียงกันที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ h  = 0.3 ถึง 0.5  

จากผลในตารางที่ 4.16 ถึง 4.17 และรูปแสดงความสัมพันธ์ระหว่าง h  กับ P ที่ 4.22 ถึง 
4.23 พบว่า ที่ b  = 5.00 cm , W = 7.50 ที่ ts = 2.0 และ ts = 2.5 ผลเชิงทดลองให้ P เป็น 2 
เท่า ของแผ่นที่มีความกว้าง b = 2.50 cm  และที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ h  = 0.2 ผลเชิงการ
ทดลองสามารถอ่านค่า P ได้ 0.09 kg โดยแผ่นที่มีความกว้าง b  = 2.50 cm นั้น อ่านค่าไม่ได้ ซึ่งเป็น
การยืนยันได้ว่าผลการค านวณเชิงตัวเลขมีความสอดคล้องกันกับผลการทดลอง 

4.3.3  ผลเชิงทฤษฎีและการทดลองภาพรวม 
เมื่อท าการเปรียบเทียบผลการค านวณเชิงทฤษฎีและการทดลองในภาพรวมสามารถแยกสรุป

ตามความสัมพันธ์ได้ดังนี้ 
(1)  เมื่อความกว้างของแผ่นอิลาสติกคา  b  มีค่าแปรเปลี่ยน เมื่อก าหนดให้น้ าหนักของอิลา

สติกคา W และความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts มีค่าคงที่ พบว่า เมื่อความกว้างของอิลาสติกคามีค่ามาก
ขึ้นเป็น 2 เท่า ของแผ่นที่มีมีความกว้าง 2.50 cm จากผลการทดลองจะท าให้แรงที่กระท าในแนวราบ 

 P มีค่าเพ่ิมข้ึนเป็น 2 เท่า ของแรงที่กระท าต่อแผ่นขนาด 2.5 cm 
(2)  เมื่อน้ าหนักของอิลาสติกคา W มีค่าแปรเปลี่ยน เมื่อก าหนดให้ความกว้างของแผ่น       

อิลาสติกคา  b และความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts มีค่าคงที่ พบว่า เมื่อน้ าหนักของอิลาสติกคา W         
มีค่ามากขึ้น ค่าของแรงที่กระท าในแนวราบ  P  มีค่าลดลง ที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ  h         
ที่เท่ากัน  

(3) เมื่อความยาวส่วนโค้งทั้งหมด  ts มีค่าแปรเปลี่ยน เมื่อก าหนดให้ความกว้างของแผ่นอิ

ลาสติกคา  b และน้ าหนักของแผ่นอิลาสติกคา W มีค่าคงท่ี เมื่อความยาวส่วนโค้งทั้งหมด   ts  มีค่า
มากขึ้น ค่าของแรงที่กระท าในแนวราบ  P มีค่าลดลง ที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ  h ที่เท่ากัน 

 
 
 
 
 
 



บทท่ี5 

สรุปผลการศึกษา 
 

5.1  กอนการทดสอบเสถยีรภาพ 

งานวิจัยนี้เปนการศึกษาถึงพฤติกรรมการแอนตัวมากและการมีเสถียรภาพของอิลาสติกคา

ภายใตแรงอัดในแนวแกน  สนามของแรงโนมถวงของโลก และการใหแรง P  กระทําท่ีก่ึงกลางของอิลา

สติกคาในแนวราบ โดยการใชทฤษฎีอิลาสติกคาและเทคนิควิธียิงเปารวมกับการอินทิเกรตเชิงตัวเลข

แบบ รุงเง-คุตตา  ภายใตเง่ือนไขขอบเขตท่ีแตกตางกัน  ซ่ึงจากการศึกษาพบวาแรงโนมถวงของโลกท่ีอยู

ในรูปของน้ําหนักของอิลาสติกคามีผลตอความยาวสวนโคงวิกฤติ ( )t criS  และแรงท่ีกระทําตามแนวแกน  

( )criN  คือเม่ือน้ําหนักของอิลาสติกคาเพ่ิมมากข้ึน  คาความยาวสวนโคงวิกฤติจะมีคาลดลง และคา

แรงอัดท่ีกระทําตามแนวแกนท่ีความยาวสวนโคงวิกฤติก็จะเพ่ิมข้ึนตามลําดับ   

 

5.2  ขณะทําการทดสอบเสถียรภาพ 

การศึกษาพฤติกรรมการมีเสถียรภาพของอิลาสติกคาภายใตแรงอัดในแนวแกน สนามของ

แรงโนมถวงของโลก และการใหแรงในแนวราบกระทําท่ีก่ึงกลางของอิลาสติกคา เพ่ือทดสอบความมี

เสถียรภาพ ผลเฉลยของปญหาสามารถคํานวณไดโดยใชวิธียิงเปารวมกับการอินทิเกรตเชิงตัวเลขแบบรุง

เง-คุตตา ผลท่ีไดจากการคํานวณเชิงตัวเลขจะถูกนํามาเปรียบเทียบกับผลการทดลอง พบวาเม่ือน้ําหนัก

ของอิลาสติกคาเพ่ิมมากข้ึน  คาความยาวสวนโคงวิกฤติจะมีคาลดลง และเม่ือใหแรงในแนวราบมา

กระทําท่ีก่ึงกลางของอิลาสติกคาเพ่ือทดสอบความมีเสถียรภาพท่ีน้ําหนักตาง ๆ ความยาวสวนโคง

ท้ังหมด ( )ts จะมีคามากข้ึน ท่ีระยะการเคลื่อนท่ีในแนวราบ ( )h   ท่ีเทากันคาแรงกระทําในแนวราบ 

( )P  จะมีคาลดลง เม่ือเปรียบเทียบผลการทดลองพบวามีความสอดคลองกับผลการคํานวณเชิงตัวเลข 

 

5.3  ผลเชิงทฤษฎีและการทดลองภาพรวม 

เม่ือทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณเชิงทฤษฎีและการทดลองในภาพรวมสามารถสรุปได

วาคาท่ีไดมีความสอดคลองกันเปนอยางดี มีความนาเชื่อถือในระดับท่ีดี 
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ระเบียบวิธีนิวตัน 
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โดยการใชทฤษฎีการกระจายอนุกรมของเทเลอร (Taylor Series) กับฟงกชันไรเชิงเสนจํานวน n  

สมการสามารถจัดรูปไดดังตอไปนี้  

 

 

        

(ก. 1) 

 

 

 

 

จากสมการ (ก. 1) สมมารถจัดรูปแบบสมการไดอีกแบบหนึ่งคือ  

 

ij
j

n

j
Fx

x
Fi

−=∆
∂
∂

∑
=1

    เม่ือ   ni ,...,3,2,1=     (ก. 2) 

 

หรืออีกรูปแบบหนึ่งคือ  

 

[ ][ ] [ ]FxJ −=∆           (ก. 3) 

 

โดยท่ีเมตริกซ J คือ ยาโคเบียนเมตริกซ (Jacobian Matrix) มีคาตามสมการตอไปนี้ 

 

j
ij x

FiJ
∂
∂

=     เม่ือ   i  และ nj ,...,3,2,1=    (ก. 4) 

จากสมการ (ค. 1) ถึง (ค. 3) เปนสมการท่ีมีเปาหมายในการหาคาของ jx∆ เพ่ือเปนคาปรับแกของคา

เดิม oldx โดยมีข้ันตอนในการหาคาปรับแก jx∆  ดังตอไปนี้ 

1. สมมติคาเริ่มตนของตัวแปร 1 2, ,..., nx x x  

2. ทําการหาคาของ nFFF ,..., 21 และคาของ ijJ  จากสมการ (ก. 4) 

3. ทําการหาคาของ [ ]x∆ โดยใชกระบวนการกําจัดแบบเกาส โดยใชสมการ (ก. 3) 

4. จากข้ันตอนท่ี  3  จะไดคาปรับแก [ ]x∆  ซ่ึงเม่ือนําไปรวมกับคาเดิมจะไดคาใหม ดังสมการตอไปนี้ 

[ ] [ ] [ ]kK
old

K
new xxx ∆+=+1        (ก. 5) 

โดยท่ีคา k คือคาท่ีบอกถึงจํานวนของการกระทําซํ้า 
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5. จากนั้นใหทําการตรวจสอบคาของ [ ]F  วามีคาท่ีเขาใกลศูนยหรือไมถายังไมเขาใกลศูนยใหหาคา

ปรับแกใหมโดยอาศัยสมการ (ก. 3) เชนเดิม ทําเชนนี้จนกวาคาของ [ ]F   จะมีคาท่ีเขาใกลศูนยจึง

จะหยุดกระบวนการได 

สําหรับรายละเอียดของระเบียบวิธีนิวตันสามารถศึกษาไดปราโมทย เดชะอําไพ และ นิพนธ 

วรรณโสภาคย [20]  

 



 

 

 

 

 

 

 
ภาคผนวก  ข 

ระเบียบวิธียิงเป้า 
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วิธีการนี้เป็นวิธีการเชิงตัวเลขวิธีการหนึ่งซึ่งสามารถจัดการกับปัญหาของระบบสมการอนุพันธ์ที่ขึ้นกับตัว
แปร 1 ตัว โดยมีเงื่อนไขขอบเขตแบบ 2 จุด (จุดเริ่มต้น 1x  และ จุดปลาย  2x  ) ได้เป็นอย่างดี โดยมี
หลักการคือพยายามปรับแก้ค่าที่ท าการประมาณจนกระทั้งค่าเหล่านั้นสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตทั้ง 
2 จุด ตามภาพที่ ข.1 โดยที่วิธีการปรับแก้ท่ีใช้คือวิธีการ Newton-Raphson 

 
 

1x 2x

1

2

3

1
F

2F

3F

 
 
รูปที ่ข.1  วิธีการยิงเป้า 
 
กระบวนการในการแก้ไขปัญหาโดยใช้ระเบียบวิธีการยิงเป้าซึ่งมีขั้นตอนดังต่อไปนี้ 
1. ที่จุดเริ่มต้น 1x นี้จะมีค่าเริ่มต้นอยู่ N  ค่าแต่ละค่าเหล่านี้จะอยู่ภายใต้เงื่อนไขขอบเขตที่ 1x อยู่ 1n ค่า

ดังนั้นจะเหลือค่าของพารามิเตอร์ที่จ าเป็นต้องอาศัยการประมาณค่าอยู่ 2n = N - 1n ค่าซึ่งจะเรียก
พารามิเตอร์เหล่านี้ว่า เวกเตอร์ V มีขนาดเท่ากับ 12 xn  ซึ่งสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของสมการได้
ดังนี้ 

 
),...,,()(

2111 nii VVxyxy                        Ni ,...,1        (ข. 1) 
 

2. ท าการอินทิเกรตระบบสมการอนุพันธ์จากจุด 1x ไปจนถึงจุด 2x  ณ ต าแหน่ง 2x นี้ให้ท าการหาค่า
ความแตกต่างของค่าที่อินทิเกรตได้ กับ เงื่อนไขขอบเขตที่ 2x  ซึ่งเรียกค่านี้ว่า เวกเตอร์ของค่าที่
แตกต่าง (Discrepancy vector F ) ซึ่งเวกเตอร์นี้มีขนาดเท่ากับ 12 xn  เช่นเดียวกับเวกเตอร์ V   
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3. ใช้กระบวนการ Newton-Raphson เพ่ือหาค่าของเวกเตอร์ V ที่ท าให้เวกเตอร์ F มีค่าเป็นศูนย์ โดย
มีข้ันตอนในการปรับแก้ดังนี้ 

 
VVV oldnew                                   (ข. 2) 

 

FVJ .                                  
  (ข. 3) 

 
J คือ Jacobian Matrix มีค่าเท่ากับ 
 

j

i
ij

V

F
J




            (ข. 4) 

ค่าของเวกเตอร์ V ที่ท าให้เวกเตอร์ มีค่าเท่าศูนย์คือค่าของพารามิเตอร์ที่ไม่ทราบค่าสอดคล้องกับ
เงื่อนไขขอบเขตทั้ง 2 จุดนั้นเอง  

 



 

 

 

 

 

 
ภาคผนวก  ค 

โปรแกรมค านวณ 
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ค.1 ก่อนการทดสอบเสถียรภาพ 

 
function clampvalsleeve 
clear 
format long 
global   st  fig w h 
int fig 
dv=0.00001; 
w=input('self-weight w= '); 
st=input('total arch length st = '); 
h=input ('displacement h= '); 
v(1)=input('end moment M= '); 
v(2)=input('reaction v= '); 
v(3)=input('horizontal force N= '); 
v(4)=input('stability force P= '); 
lim=input('limitation= '); 
disp('input the increment step forward input positive values, step backward input 
negative values'); 
inc=input('increment= '); 
fig=input('Do you want to plot a graph? (yes=1)'); 
fid=fopen('output.txt','wt'); 
fprintf(fid,'st     h        N      V       M       P\n'); 
%while (h<lim) 
while (st<lim) 
while (st>lim) step backward 
    v0=[v(1) v(2) v(3) v(4)]; 
    options=optimset('TolFun',1e-15,'TolX',1.0e-15); 
    [v fval]=fsolve('score_clampsleeve',v0,options) 
    test=max(abs(fval)); 
    while (test>=1e-9&&j<=25) 
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        options=optimset('TolFun',1e-15,'TolX',1.0e-15); 
        v(1)=v(1)+dv;v(2)=v(2)+dv;v(3)=v(3)+dv;v(4)=v(4)+dv; 
        [v fval]=fsolve('score_clampsleeve',v0,options) 
    end 
    if (test>1e-9&&j>25) 
        error('results not converge, try again'); 
    end 
fprintf(fid,'%15.11f        %15.11f         %15.11f         %15.11f         %15.11f         
%15.11f             %15.11f\n',st,h,v(1),v(2),v(3),v(4),test); 
%h=h+inc 
st=st+inc 
end 
fclose(fid) 
end 

 
 
function dydx=odes_clampsleeve(x,y) 
global w 
dydx=zeros(6,1); 
dydx(1)=0; 
dydx(2)=w; 
dydx(3)=-y(2)*cos(y(6))+y(1)*sin(y(6)); 
dydx(4)=cos(y(6)); 
dydx(5)=sin(y(6)); 
dydx(6)=y(3); 
end 
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function r=score_clampsleeve(v) 
global ceta V M fig st N P h 
r=zeros(4,1); 
M=v(1);V=v(2);N=v(3);P=v(4); 
[x1 y1]=ode78('odes_clampsleeve',[0 st/2],[N V M 0 0 0],0,1.0e-17); 
lastrow1=size(y1,1); 
n1=y1(lastrow1,1); 
v1=y1(lastrow1,2); 
m1=y1(lastrow1,3); 
xp1=y1(lastrow1,4); 
yp1=y1(lastrow1,5); 
ceta1=y1(lastrow1,6); 
[x2 y2]=ode78('odes_clampsleeve',[st/2 st],[n1-P v1 m1 xp1 yp1 ceta1],0,1.0e-17); 
lastrow2=size(y2,1); 
ceta2=y2(lastrow2,6); xp2=y2(lastrow2,4); yp2=y2(lastrow2,5); 
if (fig==1) 
    figure(1) 
    title('Equilibrium configuration of the elastica'); 
    xlabel('x-axis'); 
    ylabel('y-axis'); 
    hold on 
    axis on 
    grid on 
    plot(y1(:,4),y1(:,5)) 
    plot(y2(:,4),y2(:,5)) 
    hold off 
end 
  
 
 



73 
 

r(1)=ceta2; 
r(2)=xp2-1; 
r(3)=yp2; 
r(4)=h-xp1+0.5; 
end 
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ค.2 ขณะท าการทดสอบการมีเสถียรภาพ 
 
function clampvalsleeve 
clear 
format long 
global   st  fig w h 
int fig 
dv=0.00001; 
w=input('self-weight w= '); 
st=input('total arch length st = '); 
h=input ('displacement h= '); 
v(1)=input('end moment M= '); 
v(2)=input('reaction v= '); 
v(3)=input('horizontal force N= '); 
v(4)=input('stability force P= '); 
lim=input('limitation= '); 
disp('input the increment step forward input positive values, step backward input 
negative values'); 
inc=input('increment= '); 
fig=input('Do you want to plot a graph? (yes=1)'); 
fid=fopen('output.txt','wt'); 
fprintf(fid,'st     h        N      V       M       P\n'); 
while (h<lim) 
%while (st<lim) 
%while (st>lim) step backward 
    v0=[v(1) v(2) v(3) v(4)]; 
    options=optimset('TolFun',1e-15,'TolX',1.0e-15); 
    [v fval]=fsolve('score_clampsleeve',v0,options) 
    test=max(abs(fval)); 
    while (test>=1e-9&&j<=25) 
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        options=optimset('TolFun',1e-15,'TolX',1.0e-15); 
        v(1)=v(1)+dv;v(2)=v(2)+dv;v(3)=v(3)+dv;v(4)=v(4)+dv; 
        [v fval]=fsolve('score_clampsleeve',v0,options) 
    end 
    if (test>1e-9&&j>25) 
        error('results not converge, try again'); 
    end 
fprintf(fid,'%15.11f        %15.11f         %15.11f         %15.11f         %15.11f         
%15.11f             %15.11f\n',st,h,v(1),v(2),v(3),v(4),test); 
h=h+inc 
%st=st+inc 
end 
fclose(fid) 
end 

 
 
function dydx=odes_clampsleeve(x,y) 
global w 
dydx=zeros(6,1); 
dydx(1)=0; 
dydx(2)=w; 
dydx(3)=-y(2)*cos(y(6))+y(1)*sin(y(6)); 
dydx(4)=cos(y(6)); 
dydx(5)=sin(y(6)); 
dydx(6)=y(3); 
end 
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function r=score_clampsleeve(v) 
global ceta V M fig st N P h 
r=zeros(4,1); 
M=v(1);V=v(2);N=v(3);P=v(4); 
[x1 y1]=ode78('odes_clampsleeve',[0 st/2],[N V M 0 0 0],0,1.0e-17); 
lastrow1=size(y1,1); 
n1=y1(lastrow1,1); 
v1=y1(lastrow1,2); 
m1=y1(lastrow1,3); 
xp1=y1(lastrow1,4); 
yp1=y1(lastrow1,5); 
ceta1=y1(lastrow1,6); 
[x2 y2]=ode78('odes_clampsleeve',[st/2 st],[n1-P v1 m1 xp1 yp1 ceta1],0,1.0e-17); 
lastrow2=size(y2,1); 
ceta2=y2(lastrow2,6); xp2=y2(lastrow2,4); yp2=y2(lastrow2,5); 
if (fig==1) 
    figure(1) 
    title('Equilibrium configuration of the elastica'); 
    xlabel('x-axis'); 
    ylabel('y-axis'); 
    hold on 
    axis on 
    grid on 
    plot(y1(:,4),y1(:,5)) 
    plot(y2(:,4),y2(:,5)) 
    hold off 
end 
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r(1)=ceta2; 
r(2)=xp2-1; 
r(3)=yp2; 
r(4)=h-xp1+0.5; 
end 
 



 

 

 

 

 

 

 

ภาคผนวก ง 

ผลการค านวณเชิงตัวเลข 
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ง.1 ผลการค านวณเชิงตัวเลขของอิลาสติกคาก่อนการทดสอบเสถียรภาพ 

ตารางท่ี ง 1.1  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติคกา W  = 0.00 , h  = 0.00 

ts   M   V   P   N   
1.01 1.240328 -1.2E-09 -1.945E-08 38.893197 
1.10 3.505439 -1.0E-11 -6E-11 34.189915 
1.50 5.188065 0 0 21.151433 
2.00 4.971892 0 0 13.318528 
2.50 4.483868 0 0 9.198341 
3.00 4.021328 0 0 6.749395 
3.50 3.624543 0 0 5.170200 
4.00 3.290336 0 0 4.090376 
4.50 3.008376 0 0 3.318507 
5.00 2.768706 0 0 2.747198 
5.50 2.563139 0 0 2.312266 
6.00 2.385221 0 0 1.973371 
6.50 2.229914 0 0 1.704102 
7.00 2.093276 0 0 1.486562 
7.50 1.972198 0 0 1.308270 
8.00 1.864210 0 0 1.160303 
8.50 1.767324 0 0 1.036140 
9.00 1.679932 0 0 0.930926 
9.50 1.600716 0 0 0.840988 
10.00 1.528589 0 0 0.763500 
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ตารางท่ี ง 1.2  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 0.50 , h  = 0.00 

ts   M   V   P   N   
1.01 1.220923 -0.252500 1E-11 39.693447 
1.10 3.483023 -0.275000 -1E-10 34.454911 
1.50 5.149414 -0.375000 0 21.287098 
2.00 4.906807 -0.500000 0 13.420740 
2.50 4.385419 -0.625000 0 9.280501 
3.00 3.882395 -0.750000 0 6.814900 
3.50 3.437727 -0.875000 0 5.220352 
4.00 3.047846 -1.000000 0 4.125832 
4.50 2.701880 -1.125000 0 3.339703 
5.00 2.389140 -1.250000 0 2.754526 
5.50 2.100444 -1.375000 0 2.306177 
6.00 1.827982 -1.500000 0 1.954477 
6.50 1.564855 -1.625000 0 1.673315 
7.00 1.304504 -1.750000 0 1.445318 
7.50 1.040063 -1.875000 0 1.258928 
8.00 0.763477 -2.000000 0 1.106899 
8.50 0.464167 -2.125000 0 0.985912 
9.00 0.126842 -2.250000 0 0.897592 
9.50 -0.271852 -2.375000 0 0.852242 
9.60 -0.361818 -2.400000 0 0.850352 

9.61
 t cri

s   -0.371038 -2.402500 0 0.850328 
10.00 -0.767626 -2.500000 0 0.879085 
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ตารางท่ี ง 1.3  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 1.00 , h  = 0.00 

ts   M   V   P   N   
1.01 1.201354 -0.505000 1.1E-10 40.493772 
1.10 3.460527 -0.550000 -1.4E-10 34.719965 
1.50 5.110591 -0.750000 0 21.422911 
2.00 4.841191 -1.000000 0 13.523316 
2.50 4.285578 -1.250000 0 9.363405 
3.00 3.740288 -1.500000 0 6.881755 
3.50 3.244374 -1.750000 0 5.272803 
4.00 2.792861 -2.000000 0 4.165065 
4.50 2.372772 -2.250000 0 3.367034 
5.00 1.970228 -2.500000 0 2.771872 
5.50 1.571080 -2.750000 0 2.316779 
6.00 1.159471 -3.000000 0 1.964323 
6.50 0.714738 -3.250000 0 1.694336 
7.00 0.205344 -3.500000 0 1.503432 
7.50 -0.423083 -3.750000 0 1.416682 
7.52 -0.451881 -3.760000 0 1.416343 

7.53
 t cri

s  -0.466409 -3.765000 0 1.416290 
8.00 -1.272827 -4.000000 0 1.537058 
8.39 -2.466332 -4.195000 0 2.222877 
8.40 -2.616392 -4.200000 0 2.363797 
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ตารางท่ี ง 1.4  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 1.50 , h  = 0.00 

ts   M   V   P   N   
1.01 1.181618 -0.757500 -4.6E-10 41.294207 
1.10 3.437952 -0.825000 1E-11 34.985078 
1.50 5.071596 -1.125000 0 21.558876 
2.00 4.775031 -1.500000 0 13.626273 
2.50 4.184294 -1.875000 0 9.447106 
3.00 3.594817 -2.250000 0 6.950135 
3.50 3.043878 -2.625000 0 5.328043 
4.00 2.523636 -3.000000 0 4.209365 
4.50 2.016397 -3.375000 0 3.403733 
5.00 1.500160 -3.750000 0 2.807230 
5.50 0.945856 -4.125000 0 2.364097 
6.00 0.307907 -4.500000 0 2.055391 
6.50 -0.498384 -4.875000 0 1.916778 
6.51 -0.517196 -4.882500 0 1.916571 

6.52
 t cri

s  -0.536141 -4.890000 0 1.916497 
7.00 -1.660454 -5.250000 0 2.154740 
7.25 -2.758859 -5.437500 0 2.912448 
7.26 -2.937765 -5.445000 0 3.098799 
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ตารางท่ี ง 1.5  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 2.00 , h  = 0.00 

ts   M   V   P   N   
1.01 1.161709 -1.010000 -2.53E-09 42.094787 
1.10 3.415297 -1.100000 -5E-11 35.250253 
1.50 5.032425 -1.500000 0 21.694995 
2.00 4.708317 -2.000000 0 13.729626 
2.50 4.081512 -2.500000 0 9.531665 
3.00 3.445777 -3.000000 0 7.020236 
3.50 2.835544 -3.500000 0 5.386671 
4.00 2.238036 -4.000000 0 4.260454 
4.50 1.626538 -4.500000 0 3.454726 
5.00 0.961192 -5.000000 0 2.875118 
5.50 0.173731 -5.500000 0 2.494296 
5.87 -0.565182 -5.870000 0 2.380153 

5.88
 t cri

s  -0.588001 -5.880000 0 2.380018 
6.00 -0.877172 -6.000000 0 2.395309 
6.50 -2.702022 -6.500000 0 3.259912 
6.51 -2.778756 -6.510000 0 3.330055 
6.52 -2.867496 -6.520000 0 3.415335 
6.53 -2.978936 -6.530000 0 3.528990 
6.54 -3.179777 -6.540000 0 3.753337 
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ตารางท่ี ง 1.6  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 2.50 , h  = 0.00 

ts   M   V   P   N   
1.01 1.141626 -1.262500 -1.41E-09 42.895552 
1.10 3.392560 -1.375000 -1.8E-10 35.515492 
1.50 4.993078 -1.875000 0 21.831272 
2.00 4.641037 -2.500000 0 13.833389 
2.50 3.977178 -3.125000 0 9.617144 
3.00 3.292940 -3.750000 0 7.092282 
3.50 2.618569 -4.375000 0 5.449413 
4.00 1.933417 -5.000000 0 4.320666 
4.50 1.194695 -5.625000 0 3.527733 
5.00 0.325627 -6.250000 0 3.003470 
5.42 -0.620718 -6.775000 0 2.819025 

5.43
 t cri

s  -0.647196 -6.787500 0 2.818969 
5.50 -0.839427 -6.875000 0 2.826542 
6.00 -2.956617 -7.500000 0 3.887997 
6.02 -3.197069 -7.525000 0 4.143171 
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ตารางท่ี ง 1.7  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 5.00 , h  = 0.00 

ts   M   V   P   N   
1.01 1.038444 -2.525000 -1.52E-09 46.903634 
1.10 3.277633 -2.750000 -1E-10 36.842738 
1.50 4.793614 -3.750000 0 22.515166 
2.00 4.295707 -5.000000 0 14.358987 
2.50 3.429984 -6.250000 0 10.060956 
3.00 2.462164 -7.500000 0 7.491959 
3.50 1.365387 -8.750000 0 5.865207 
4.00 -0.030159 -10.000000 0 4.932877 
4.20 -0.765907 -10.500000 0 4.807358 

4.21
 t cri

s  -0.807040 -10.525000 0 4.806823 
4.50 -2.300934 -11.250000 0 5.234081 
4.66 -4.149675 -11.650000 0 7.127037 
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ตารางท่ี ง 1.8  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 7.50 , h  = 0.00 

ts   M   V   P   N   
1.01 0.930246 -3.787500 -5.1E-10 50.923450 
1.10 3.160563 -4.125000 0 38.171986 
1.50 4.589411 -5.625000 0 23.203605 
2.00 3.934219 -7.500000 0 14.897718 
2.50 2.833240 -9.375000 0 10.540934 
3.00 1.485395 -11.250000 0 7.999725 
3.50 -0.347025 -13.125000 0 6.688117 
3.61 -0.888098 -13.537500 0 6.612209 

3.62
 t cri

s  -0.941358 -13.575000 0 6.611307 
3.70 -1.397808 -13.875000 0 6.650357 
3.80 -2.066711 -14.250000 0 6.856901 
3.90 -2.920186 -14.625000 0 7.383891 
3.99 -4.287880 -14.962500 0 8.935809 
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ง.2  ผลการค านวณเชิงตัวเลขของอิลาสติกคาท่ีกระท าโดยแรงในแนวราบ P เพ่ือท าการทดสอบ
เสถียรภาพ 
 

ตารางท่ี ง 2.1  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 0.00 , h  = 0.00 – 0.50 , ts =2.50 

ts  h  M  V  N  P  
2.50 0 4.483868 0 -9.198341 0 
2.50 0.01 4.483865 0.380137 -8.999458 0.389953 
2.50 0.10 4.482000 3.811060 -6.828461 3.949913 
2.50 0.20 4.469225 7.684827 -3.451007 8.224682 
2.50 0.30 4.434074 11.705350 1.350038 13.262217 
2.50 0.40 4.361702 16.006672 8.420766 19.821629 
2.50 0.50 4.225814 20.823299 19.731141 29.557490 

 
 

ตารางท่ี ง 2.2  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 0.00 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =5.00 

ts  h  M  V  N  P  
5.00 0 2.768706 0 -2.747198 0 
5.00 0.01 2.768690 0.030214 -2.739592 0.014990 
5.00 0.10 2.767101 0.302099 -2.661013 0.150106 
5.00 0.20 2.762208 0.603971 -2.551806 0.301491 
5.00 0.30 2.753880 0.905367 -2.418548 0.455493 
5.00 0.40 2.741917 1.205994 -2.259900 0.613568 
5.00 0.50 2.726052 1.505488 -2.074148 0.777374 
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ตารางท่ี ง 2.3  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 0.00 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =7.50 

ts  h  M  V  N  P  
7.50 0 1.972198 0 -1.308270 0 
7.50 0.01 1.972194 0.007583 -1.306996 0.002515 
7.50 0.10 1.971713 0.075822 -1.294012 0.025168 
7.50 0.20 1.970239 0.151590 -1.276352 0.050432 
7.50 0.30 1.967743 0.227249 -1.255227 0.075893 
7.50 0.40 1.964191 0.302741 -1.230559 0.101654 
7.50 0.50 1.959542 0.378009 -1.202259 0.127828 

 
 

ตารางท่ี ง 2.4  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 0.00 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =10.00 

ts  h  M  V  N  P  
10.00 0 1.528589 0 -0.763500 0 
10.00 0.01 1.528587 0.002931 -0.763130 0.000732 
10.00 0.10 1.528390 0.029310 -0.759380 0.007323 
10.00 0.20 1.527785 0.058609 -0.754332 0.014664 
10.00 0.30 1.526766 0.087888 -0.748346 0.022041 
10.00 0.40 1.525322 0.117135 -0.741409 0.029473 
10.00 0.50 1.523442 0.146341 -0.733506 0.036978 
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ตารางท่ี ง 2.5  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 0.50 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =2.50 

ts  h  M  V  N  P  
2.5 0 4.385419 -0.625000 -9.280501 0 
2.5 0.01 4.385423 -0.248336 -9.086815 0.379654 
2.5 0.10 4.384220 3.151447 -6.967353 3.845965 
2.5 0.20 4.373557 6.991224 -3.659689 8.010599 
2.5 0.30 4.342111 10.978509 1.052481 12.923340 
2.5 0.40 4.275222 15.246494 8.002851 19.328374 
2.5 0.50 4.146914 20.026973 19.130909 28.847011 

 
 

ตารางท่ี ง 2.6 ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 0.50 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =5.00 

ts  h  M  V  N  P  
5.00 0 2.389140 -1.250000 -2.754526 0 
5.00 0.01 2.389126 -1.222329 -2.750296 0.008264 
5.00 0.10 2.387731 -0.973320 -2.703351 0.082768 
5.00 0.20 2.383438 -0.696826 -2.632109 0.166295 
5.00 0.30 2.376135 -0.420717 -2.540096 0.251379 
5.00 0.40 2.365648 -0.145228 -2.426352 0.338886 
5.00 0.50 2.351740 0.129352 -2.289620 0.429808 
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ตารางท่ี ง 2.7  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 0.50 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =6.08 

ts  h  M  V  N  P  
6.08 0 1.785426 -1.520000 -1.905287 0 
6.08 0.01 1.785419 -1.507010 -1.905235 0.000037 
6.08 0.10 1.784700 -1.390100 -1.901706 0.000369 
6.08 0.20 1.782516 -1.260229 -1.891300 0.000754 
6.08 0.30 1.778851 -1.130415 -1.873992 0.001171 
6.08 0.40 1.773667 -1.000691 -1.849656 0.001639 
6.08 0.50 1.766911 -0.871087 -1.818111 0.002176 
6.08 0.60 1.758509 -0.741639 -1.779117 0.002801 
6.08 0.70 1.748365 -0.612384 -1.732362 0.003538 
6.08 0.80 1.736356 -0.483363 -1.677452 0.004412 
6.08 0.90 1.722323 -0.354619 -1.613882 0.005454 
6.08 1.00 1.706065 -0.226199 -1.541016 0.006705 
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ตารางท่ี ง 2.8  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 0.50 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =6.09 

ts  h  M  V  N  P  
6.09 0 1.780122 -1.522500 -1.899260 0 
6.09 0.01 1.780115 -1.509595 -1.899229 -0.000005 
6.09 0.10 1.779401 -1.393450 -1.895920 -0.000050 
6.09 0.20 1.777230 -1.264428 -1.885819 -0.000086 
6.09 0.30 1.773589 -1.135460 -1.868883 -0.000095 
6.09 0.40 1.768441 -1.006578 -1.844987 -0.000062 
6.09 0.50 1.761732 -0.877810 -1.813955 0.000027 
6.09 0.60 1.753390 -0.749190 -1.775551 0.000191 
6.09 0.70 1.743322 -0.620753 -1.729469 0.000445 
6.09 0.80 1.731405 -0.492536 -1.675318 0.000811 
6.09 0.90 1.717484 -0.364582 -1.612605 0.001314 
6.09 1.00 1.701361 -0.236932 -1.540703 0.001982 

 
 

ตารางท่ี ง 2.9  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 1.00 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =2.50 

ts  h  M  V  N  P  
2.50 0.00 4.285578 -1.250000 -9.363405 0 
2.50 0.01 4.285588 -0.876772 -9.174896 0.369391 
2.50 0.10 4.285063 2.492188 -7.106745 3.742379 
2.50 0.20 4.276552 6.298255 -3.868522 7.797220 
2.50 0.30 4.248879 10.252456 0.755187 12.585485 
2.50 0.40 4.187568 14.487111 7.585643 18.836440 
2.50 0.50 4.066965 19.231294 18.531823 28.138168 
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ตารางท่ี ง 2.10  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 1.00 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =5.00 

ts  h  M  V  N  P  
5.00 0 1.970228 -2.500000 -2.771872 0 
5.00 0.01 1.970216 -2.474764 -2.770990 0.001594 
5.00 0.10 1.969034 -2.247650 -2.755376 0.015972 
5.00 0.20 1.965421 -1.995390 -2.721661 0.032165 
5.00 0.30 1.959309 -1.743318 -2.670335 0.048810 
5.00 0.40 1.950574 -1.491550 -2.600804 0.066157 
5.00 0.50 1.939038 -1.240229 -2.512239 0.084486 
 
 

ตารางท่ี ง 2.11  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 1.00 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =5.14 

ts  h  M  V  N  P  
5.14 0 1.858755 -2.570000 -2.632308 0 
5.14 0.01 1.858745 -2.547483 -2.632234 0.000002 
5.14 0.10 1.857679 -2.344839 -2.625052 0.000036 
5.14 0.20 1.854432 -2.119731 -2.603214 0.000139 
5.14 0.30 1.848963 -1.894738 -2.566538 0.000378 
5.14 0.40 1.841181 -1.669926 -2.514608 0.000827 
5.14 0.50 1.830952 -1.445380 -2.446831 0.001562 
5.14 0.60 1.818092 -1.221204 -2.362401 0.002669 
5.14 0.70 1.802353 -0.997529 -2.260261 0.004245 
5.14 0.80 1.783404 -0.774526 -2.139027 0.006405 
5.14 0.90 1.760806 -0.552408 -1.996884 0.009293 
5.14 1.00 1.733962 -0.331449 -1.831411 0.013098 
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ตารางท่ี ง 2.12  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 1.00 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =5.15 

ts  h  M  V  N  P  
5.15 0.00 1.850795 -2.575000 -2.622727 0 
5.15 0.01 1.850785 -2.552664 -2.622706 -0.000102 
5.15 0.10 1.849727 -2.351651 -2.616075 -0.001007 
5.15 0.20 1.846505 -2.128354 -2.595013 -0.001956 
5.15 0.30 1.841080 -1.905164 -2.559292 -0.002787 
5.15 0.40 1.833364 -1.682147 -2.508508 -0.003440 
5.15 0.50 1.823225 -1.459383 -2.442081 -0.003850 
5.15 0.60 1.810484 -1.236969 -2.359225 -0.003947 
5.15 0.70 1.794896 -1.015031 -2.258905 -0.003651 
5.15 0.80 1.776139 -0.793727 -2.139769 -0.002873 
5.15 0.90 1.753781 -0.573259 -2.000040 -0.001502 
5.15 1.00 1.727240 -0.353882 -1.837353 0.000601 

 
 

ตารางท่ี ง 2.13  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 2.00 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =2.50 

ts  h  M  V  N  P  
2.50 0 4.081512 -2.500000 -9.531665 0 
2.50 0.01 4.081537 -2.133529 -9.353453 0.348981 
2.50 0.10 4.082413 1.174790 -7.387211 3.536347 
2.50 0.20 4.078342 4.914332 -4.286764 7.372690 
2.50 0.30 4.058430 8.802872 0.161358 11.913015 
2.50 0.40 4.008578 12.970918 6.753429 17.856776 
2.50 0.50 3.903781 17.642076 17.337306 26.725705 
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ตารางท่ี ง 2.14  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 2.00 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =4.00 

ts  h  M  V  N  P  
4.00 0 2.238036 -4.000000 -4.260454 0 
4.00 0.01 2.238018 -3.944059 -4.254321 0.011749 
4.00 0.10 2.236212 -3.440538 -4.175640 0.117874 
4.00 0.20 2.230628 -2.880761 -4.037303 0.238132 
4.00 0.30 2.220995 -2.320432 -3.842397 0.363310 
4.00 0.40 2.206837 -1.759481 -3.586393 0.496283 
4.00 0.50 2.187440 -1.198126 -3.262924 0.640507 
 
 

ตารางท่ี ง 2.15  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 2.00 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =4.34 

ts  h  M  V  N  P  
4.34 0 1.825813 -4.340000 -3.684821 0 
4.34 0.01 1.825799 -4.300412 -3.684616 0.000094 
4.34 0.10 1.824431 -3.944113 -3.668494 0.000996 
4.34 0.20 1.820241 -3.548200 -3.620082 0.002337 
4.34 0.30 1.813109 -3.152262 -3.538619 0.004379 
4.34 0.40 1.802796 -2.756355 -3.422550 0.007504 
4.34 0.50 1.788946 -2.360626 -3.269635 0.012135 
4.34 0.60 1.771050 -1.965356 -3.076794 0.018761 
4.34 0.70 1.748394 -1.571030 -2.839856 0.027974 
4.34 0.80 1.719977 -1.178422 -2.553150 0.040530 
4.34 0.90 1.684364 -0.788738 -2.208785 0.057479 
4.34 1.00 1.639403 -0.403853 -1.795293 0.080426 
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ตารางท่ี ง 2.16  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 2.00 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =4.35 

ts  h  M  V  N  P  
4.35 0 1.813486 -4.350000 -3.669735 0 
4.35 0.01 1.813472 -4.310804 -3.669664 -0.000170 
4.35 0.10 1.812116 -3.958036 -3.654955 -0.001649 
4.35 0.20 1.807966 -3.566047 -3.608563 -0.002992 
4.35 0.30 1.800904 -3.174032 -3.529629 -0.003712 
4.35 0.40 1.790701 -2.782044 -3.416650 -0.003471 
4.35 0.50 1.777008 -2.390222 -3.267457 -0.001902 
4.35 0.60 1.759329 -1.998833 -3.079064 0.001417 
4.35 0.70 1.736968 -1.608336 -2.847428 0.006986 
4.35 0.80 1.708951 -1.219461 -2.567053 0.015431 
4.35 0.90 1.673880 -0.833347 -2.230303 0.027596 
4.35 1.00 1.629671 -0.451743 -1.826092 0.044741 
 
 

ตารางท่ี ง 2.17  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 2.50 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =2.50 

ts  h  M  V  N  P  
2.50 0.00 3.977178 -3.125000 -9.617144 0 
2.50 0.01 3.977209 -2.761847 -9.444049 0.338836 
2.50 0.10 3.978812 0.516683 -7.528387 3.433929 
2.50 0.20 3.977034 4.223438 -4.496239 7.161597 
2.50 0.30 3.961119 8.079427 -0.135196 11.578491 
2.50 0.40 3.917158 12.214209 6.338465 17.369173 
2.50 0.50 3.820474 16.848643 16.741987 26.022252 
 
 
 
 
 



96 
 

ตารางท่ี ง 2.18  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 2.50 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =4.00 

ts  h  M  V  N  P  
4.00 0.00 1.933417 -5.000000 -4.320666 0 
4.00 0.01 1.933402 -4.946450 -4.318173 0.004502 
4.00 0.10 1.931888 -4.464456 -4.273810 0.045246 
4.00 0.20 1.927211 -3.928644 -4.177283 0.091858 
4.00 0.30 1.919134 -3.392359 -4.028759 0.141278 
4.00 0.40 1.907229 -2.855536 -3.824630 0.195124 
4.00 0.50 1.890850 -2.318351 -3.559737 0.255313 

 
 

ตารางท่ี ง 2.19  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 2.50 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =4.11 

ts  h  M  V  N  P  
4.11 0 1.777454 -5.137500 -4.121302 0 
4.11 0.01 1.777440 -5.089905 -4.120999 0.000196 
4.11 0.10 1.776070 -4.661525 -4.099798 0.002060 
4.11 0.20 1.771858 -4.185394 -4.036656 0.004706 
4.11 0.30 1.764631 -3.708998 -3.930359 0.008547 
4.11 0.40 1.754063 -3.232316 -3.778460 0.014246 
4.11 0.50 1.739654 -2.755486 -3.577422 0.022549 
4.11 0.60 1.720682 -2.278884 -3.322331 0.034338 
4.11 0.70 1.696116 -1.803261 -3.006443 0.050714 
4.11 0.80 1.664471 -1.329934 -2.620404 0.073137 
4.11 0.90 1.623538 -0.861118 -2.150828 0.103732 
4.11 1.00 1.569837 -0.400525 -1.577367 0.146023 
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ตารางท่ี ง 2.20  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 2.50 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =4.12 

ts  h  M  V  N  P  
4.12 0 1.763132 -5.150000 -4.103924 0 
4.12 0.01 1.763118 -5.102909 -4.103803 -0.000161 
4.12 0.10 1.761761 -4.679065 -4.084521 -0.001521 
4.12 0.20 1.757591 -4.207981 -4.024140 -0.002517 
4.12 0.30 1.750443 -3.736641 -3.921325 -0.002441 
4.12 0.40 1.739997 -3.265027 -3.773718 -0.000706 
4.12 0.50 1.725768 -2.793266 -3.577902 0.003346 
4.12 0.60 1.707052 -2.321719 -3.329130 0.010483 
4.12 0.70 1.682847 -1.851097 -3.020891 0.021644 
4.12 0.80 1.651708 -1.382645 -2.644158 0.038053 
4.12 0.90 1.611496 -0.918453 -2.186035 0.061448 
4.12 1.00 1.558846 -0.461991 -1.626969 0.094633 

 
 

ตารางท่ี ง 2.21  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 5.00 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =2.00 

ts  h  M  V  N  P  
2.00 0 4.295707 -5.000000 -14.358987 0 
2.00 0.01 4.296222 -4.118315 -13.792155 1.106089 
2.00 0.10 4.320009 3.753937 -7.299385 11.338288 
2.00 0.20 4.304846 12.285523 3.806288 24.733560 
2.00 0.30 4.180955 21.092123 22.909210 44.883754 
2.00 0.39 3.907793 30.887274 61.056876 83.441441 
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ตารางท่ี ง 2.22  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 5.00 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =2.50 

ts  h  M  V  N  P  
2.50 0 3.429984 -6.250000 -10.060956 0 
2.50 0.01 3.430054 -5.902745 -9.913099 0.288781 
2.50 0.10 3.435598 -2.767179 -8.246120 2.928499 
2.50 0.20 3.446152 0.781106 -5.548753 6.119233 
2.50 0.30 3.451587 4.477687 -1.614821 9.925094 
2.50 0.40 3.438943 8.446910 4.276000 14.956317 
2.50 0.50 3.385195 12.895687 13.787337 22.536503 

 
 

ตารางท่ี ง 2.23  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 5.00 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =3.48 

ts  h  M  V  N  P  
3.48 0 1.413244 -8.700000 -5.916709 0 
3.48 0.01 1.413243 -8.615690 -5.915994 0.000513 
3.48 0.10 1.413130 -7.856609 -5.867931 0.005589 
3.48 0.20 1.412624 -7.011451 -5.724198 0.014002 
3.48 0.30 1.411209 -6.162912 -5.479092 0.028272 
3.48 0.40 1.407953 -5.309741 -5.122113 0.051893 
3.48 0.50 1.401361 -4.451389 -4.637472 0.089155 
3.48 0.60 1.389121 -3.588627 -4.002008 0.145672 
3.48 0.70 1.367613 -2.724733 -3.181419 0.229348 
3.48 0.80 1.330890 -1.867915 -2.122849 0.352489 
3.48 0.90 1.268255 -1.036880 -0.737416 0.537915 
3.48 1.00 1.156780 -0.276497 1.155886 0.845162 
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ตารางท่ี ง 2.24  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 5.00 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =3.49 

ts  h  M  V  N  P  
3.49 0 1.389370 -8.725000 -5.890827 0 
3.49 0.01 1.389369 -8.641775 -5.890574 -0.000393 
3.49 0.10 1.389260 -7.892472 -5.847449 -0.003513 
3.49 0.20 1.388770 -7.058267 -5.710998 -0.004469 
3.49 0.30 1.387400 -6.220855 -5.475372 -0.000131 
3.49 0.40 1.384239 -5.379057 -5.130553 0.012638 
3.49 0.50 1.377835 -4.532373 -4.661478 0.037655 
3.49 0.60 1.365943 -3.681560 -4.046077 0.079859 
3.49 0.70 1.345064 -2.829754 -3.251762 0.146081 
3.49 0.80 1.309476 -1.984729 -2.228525 0.246727 
3.49 0.90 1.248950 -1.164033 -0.892855 0.400526 
3.49 1.00 1.141716 -0.409347 0.923122 0.654797 

 

ตารางท่ี ง 2.25  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 5.00 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =3.50 

ts  h  M  V  N  P  
3.50 0 1.365387 -8.750000 -5.865207 0 
3.50 0.01 1.365386 -8.667845 -5.865407 -0.001282 
3.50 0.10 1.365281 -7.928178 -5.827128 -0.012447 
3.50 0.20 1.364811 -7.104764 -5.697820 -0.022597 
3.50 0.30 1.363488 -6.278308 -5.471484 -0.027995 
3.50 0.40 1.360427 -5.447701 -5.138566 -0.025850 
3.50 0.50 1.354215 -4.612481 -4.684699 -0.012797 
3.50 0.60 1.342678 -3.773391 -4.088859 0.015452 
3.50 0.70 1.322433 -2.933422 -3.320087 0.064711 
3.50 0.80 1.287983 -2.099913 -2.331071 0.143581 
3.50 0.90 1.229556 -1.289279 -1.043337 0.266945 
3.50 1.00 1.126529 -0.540046 0.698932 0.470764 
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ตารางท่ี ง 2.26  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 7.50 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =2.00 

ts  h  M  V  N  P  
2.00 0 3.934219 -7.500000 -14.897718 0 
2.00 0.01 3.934823 -6.637215 -14.362716 1.043168 
2.00 0.10 3.966316 1.066569 -8.196009 10.697859 
2.00 0.20 3.972024 9.416647 2.422246 23.369210 
2.00 0.30 3.885170 18.057490 20.772265 42.545207 
2.00 0.39 3.668500 27.743355 57.637876 79.560986 

 

ตารางท่ี ง 2.27  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 7.50 , h  = 0.00 – 0.50, ts  =2.50 

ts  h  M  V  N  P  
2.50 0 2.833240 -9.375000 -10.540934 0 
2.50 0.01 2.833356 -9.042265 -10.417631 0.240040 
2.50 0.10 2.843520 -6.037651 -8.990927 2.436139 
2.50 0.20 2.868282 -2.636703 -6.614694 5.102651 
2.50 0.30 2.897958 0.907618 -3.090764 8.309687 
2.50 0.40 2.920469 4.713489 2.236564 12.593402 
2.50 0.50 2.914397 8.973438 10.876266 19.113496 
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ตารางท่ี ง 2.28  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 7.50 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =3.16 

ts  h  M  V  N  P  
3.16 0 0.975598 -11.850000 -7.444581 0 
3.16 0.01 0.975632 -11.731074 -7.443154 0.001342 
3.16 0.10 0.978887 -10.659944 -7.361432 0.014561 
3.16 0.20 0.988413 -9.465105 -7.119392 0.036159 
3.16 0.30 1.003115 -8.260893 -6.703069 0.072639 
3.16 0.40 1.021052 -7.043284 -6.086494 0.133653 
3.16 0.50 1.039047 -5.809677 -5.228646 0.232128 
3.16 0.60 1.051948 -4.560923 -4.065093 0.386812 
3.16 0.70 1.050982 -3.306304 -2.491361 0.627491 
3.16 0.80 1.019556 -2.076892 -0.324194 1.009059 
3.16 0.90 0.919418 -0.968987 2.825913 1.673374 
3.16 1.00 0.612306 -0.367836 8.572782 3.623839 

 

ตารางท่ี ง 2.29  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 7.50 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =3.17 

ts  h  M  V  N  P  
3.17 0 0.941898 11.887500 -7.413749 0 
3.17 0.01 0.941931 11.770257 -7.413117 -0.000217 
3.17 0.10 0.945165 10.714323 -7.339979 -0.001144 
3.17 0.20 0.954632 -9.536641 -7.110849 0.004082 
3.17 0.30 0.969260 -8.350148 -6.711821 0.022759 
3.17 0.40 0.987148 -7.151097 -6.118315 0.063550 
3.17 0.50 1.005198 -5.937134 -5.291563 0.137965 
3.17 0.60 1.018416 -4.709219 -4.170894 0.262494 
3.17 0.70 1.018350 -3.476298 -2.658509 0.462871 
3.17 0.80 0.989162 -2.267669 -0.584508 0.785250 
3.17 0.90 0.894768 -1.172711 2.405371 1.344112 
3.17 1.00 0.605604 -0.547976 7.689577 2.904072 
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ตารางท่ี ง 2.30  ผลการค านวณท่ีน  าหนักของอิลาสติกคา W  = 7.50 , h  = 0.00 – 1.00, ts  =3.20 

ts  h  M  V  N  P  
3.20 0 0.839314 -12.000000 -7.324047 0 
3.20 0.01 0.839346 -11.887639 -7.325702 -0.004704 
3.20 0.10 0.842525 -10.875764 -7.277231 -0.046307 
3.20 0.20 0.851844 -9.747797 -7.085133 -0.088096 
3.20 0.30 0.866294 -8.612562 -6.735571 -0.120396 
3.20 0.40 0.884096 -7.467062 -6.207789 -0.137247 
3.20 0.50 0.902393 -6.309572 -5.469158 -0.130986 
3.20 0.60 0.916644 -5.141263 -4.469136 -0.091178 
3.20 0.70 0.919337 -3.969997 -3.127643 -0.002783 
3.20 0.80 0.896808 -2.819948 -1.309401 0.157771 
3.20 0.90 0.819168 -1.761029 1.252647 0.437178 
3.20 1.00 0.581101 -1.065025 5.441281 1.078842 

 



 

 

 

 

 

 

ภาคผนวก จ 

ผลการทดลอง 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



104 
 

ตารางท่ี จ 1  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลองกับอิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm,    
 W = 5.00 ที่ 

ts = 2.0  
 

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 

0.1 6.693 11.34 0.0911 0.09 

0.2 13.386 24.73 0.1987 0.22 

0.3 20.079 44.88 0.3605 0.49 

0.39 26.103 83.44 0.6702 NA 

 
 

ตารางท่ี จ 2  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลองกับอิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm,  
                 W = 5.00 ที่ ts = 2.5  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 6.693 2.93 0.0235 NA 
0.2 13.386 6.12 0.0491 0.05 
0.3 20.079 9.93 0.0797 0.09 
0.4 26.772 14.96 0.1201 0.15 
0.5 33.466 22.54 0.1810 0.23 
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ตารางท่ี จ 3  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลองกับอิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm,   
                  W = 5.00 ที่ 

ts = 2.0  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 6.693 11.34 0.1821 0.22 
0.2 13.386 24.73 0.3973 0.51 
0.3 20.079 44.88 0.7210 0.99 
0.39 26.103 83.44 1.3404 1.60 

 
 
ตารางท่ี จ 4  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลองกับอิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm,   
                 W = 5.00 ที่ ts = 2.5  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 6.693 2.93 0.0470 0.05 
0.2 13.386 6.12 0.0983 0.11 
0.3 20.079 9.93 0.1594 0.17 
0.4 26.772 14.96 0.2403 0.28 
0.5 33.460 22.54 0.3620 0.48 
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 ตารางท่ี จ 5  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลองกับอิลาสติกคา ขนาด 2.50cm,  
                  W = 7.50 ที่ 

ts = 2.0  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 7.662 10.70 0.0656 0.07 
0.2 15.323 23.37 0.1432 0.15 
0.3 22.985 42.55 0.2608 0.35 
0.39 29.881 79.56 0.4877 NA 

 
 

ตารางท่ี จ 6  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลองกับอิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm,  
                  W = 7.50 ที่ ts = 2.5  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 7.662 2.44 0.0149 NA 
0.2 15.323 5.10 0.0313 NA 
0.3 22.985 8.31 0.0509 0.06 
0.4 30.647 12.59 0.0772 0.08 
0.5 38.308 19.11 0.1172 0.13 
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ตารางท่ี จ 7  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลองกับอิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm,  
                  W = 7.50 ที่ 

ts = 2.0  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 7.662 11.34 0.1390 0.16 
0.2 15.323 24.73 0.3032 0.38 
0.3 22.985 44.88 0.5502 0.64 
0.39 29.881 83.44 1.0229 NA 

 
 
ตารางท่ี จ 8  เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลองกับอิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm,  
                  W = 7.50 ที่ ts = 2.5  

h  
(ไร้หน่วย) 

h (cm) 
(มีหน่วย) 

P  
(ไร้หน่วย) 

P (kg) 
ค านวณ ทดลอง 

0 0 0 0 0 
0.1 7.662 2.93 0.0359 NA 
0.2 15.323 6.12 0.0750 0.09 
0.3 22.985 9.93 0.1217 0.13 
0.4 30.647 14.96 0.1833 0.19 
0.5 38.308 22.54 0.2763 0.31 

 



ภาคผนวก ฉ 

ผลงานตีพิมพ์เผยแพร ่
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เอกสารประกอบการประชุมวิชาการ 

วิศวกรรมโยธาแห่งชาติ ครั้งที่ 25 

The 25th National Convention on Civil Engineering (NCCE 25) 

ภายใตห้วัขอ้ประชมุ 

วิศวกรรมโยธากับโครงการเขตพัฒนาพิเศษภาคตะวันออกเพ่ือการพัฒนาอย่างย่ังยืน 

Civil Engineering and Eastern Economic Corridor for Sustainable Development 

15 – 17 กรกฎาคม 2563 

Online Conference 

จดัการประชมุโดย 

วิศวกรรมสถานแห่งประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ์ 

ภาควิชาวิศวกรรมโยธา คณะวิศวกรรมศาสตร์ มหาวิทยาลัยบูรพา 

สาขาวิชาวิศวกรรมโยธา คณะเทคโนโลยีอุตสาหกรรม มหาวิทยาลัยราชภัฏร าไพพรรณี 

ภาควิชาวิศวกรรมโยธา คณะวิศวกรรมศาสตร์ศรีราชา มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ วิทยาเขตศรีราชา 
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The 25th National Convention on Civil Engineering 

กองบรรณาธิการ 

ดร.พัทรพงษ ์ อาสนจนิดา ประธานบรรณาธิการ 

ผศ.ดร.วรรณวรางค ์ รัตนานคิม บรรณาธิการ 

ผศ.ดร.เพชร์รัตน ์ ล้ิมสุปรียารัตน ์ บรรณาธิการ 

ผศ.ดร.อนุวฒัน ์ อรรถไชยวฒุ ื บรรณาธิการ 

ดร.ชาญยทุธ กาฬกาญจน ์ บรรณาธิการ 

ดร.จรัญ ศรีชัย บรรณาธิการ 

ดร.ภัทรพร พรเทพเกษมสันต ์ บรรณาธิการ 

ดร.รัฐพงศ ์ มีสิทธ์ิ บรรณาธิการ 

อ.อลงกต ไชยอุปละ บรรณาธิการ 

ผู้ทรงคุณวุฒิประเมินบทความ 

ศ.ดร.เกษม ชูจารุกุล จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลัย 

รศ.ดร.ไพศาล สันติธรรมนนท ์ จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลัย 

รศ.ดร.บุญชัย แสงเพชรงาม จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลัย 

รศ.ดร.สรวศิ นฤปิต ิ จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลัย 

รศ.ดร.ก่อโชค จันทวรางกูร มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ์

รศ.ดร.กิจพฒัน ์ ภู่วรวรรณ มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ์

รศ.ดร.ชวเลข วณิชเวทิน มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ์

รศ.ดร.ทรงพล จารุวศิิษฏ ์ มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ์

รศ.ดร.ทวศีักดิ ์ ปิติคุณพงศ์สุข มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ์

รศ.ดร.ศุภวฒุ ิ มาลัยกฤษณะชลี มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ์

รศ.ดร.พรเกษม จงประดิษฐ ์ มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลา้ธนบุรี 

รศ.ดร.สมเกียรต ิ รุ่งทองใบสุรีย ์ มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลา้ธนบุรี 

รศ.ดร.วิโรจน ์ ศรีสุรภานนท ์ มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลา้ธนบุรี 

รศ.ดร.กอปร ศรีนาวิน มหาวิทยาลัยขอนแก่น 

รศ.ดร.ธันยดา พรรณเชษฐ ์ มหาวิทยาลัยขอนแก่น 

รศ.ดร.พนกฤษณ คลังบุญครอง มหาวิทยาลัยขอนแก่น 

รศ.ดร.นคร ภู่วโรดม มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร ์

รศ.ดร.บุญทรัพย์ วิชญางกูร มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร ์
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ผู้ทรงคุณวุฒิประเมินบทความ (ต่อ) 

รศ.ดร.บุรฉตัร ฉัตรวีระ มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร ์

รศ.ดร.ทวีชัย สำราญวานิช มหาวิทยาลัยบูรพา 

รศ.ดร.ธงชัย ศรีวิริยรัตน ์ มหาวิทยาลัยบูรพา 

รศ.ดร.วิเชียร ชาลี มหาวิทยาลัยบูรพา 

รศ.ดร.กริสน ์ ชัยมูล มหาวิทยาลัยมหาสารคาม  

รศ.ดร.สหลาภ หอมวุฒิวงศ ์ มหาวิทยาลัยมหาสารคาม  

รศ.ดร.สราวุธ จริตงาม มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร ์

รศ.วีระ หอสกุลไทย มหาวิทยาลัยขอนแก่น 

ผศ.ดร.วัชระ เพียรสุภาพ จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลัย 

ผศ.ดร.สรรเพชญ ชื้อนิธิไพศาล จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลัย 

ผศ.ดร.เหมือนมาศ วิเชียรสินธ์ุ มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ์

ผศ.ดร.เอกชัย ศิริกิจพาณิชย์กูล มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ์

ผศ.ดร.รังสรรค ์ วงศจ์ิรภัทร มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ์

ผศ.ดร.สโรช บุญศิรพิันธ์ มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ์

ผศ.ดร.สสุิทธ์ิ ฉายประกายแก้ว มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ์

ผศ.ดร.กมล อมรฟ้า มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ วทิยาเขตกำแพงแสน 

ผศ.ดร.ชาริน ี ล้ิมสวัสดิ ์ มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ วทิยาเขตกำแพงแสน 

ผศ.ดร.นท ี อธิกคุณากร มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ วทิยาเขตกำแพงแสน 

ผศ.ดร.นันทวฒัน ์ ขมหวาน มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ วทิยาเขตกำแพงแสน 

ผศ.ดร.พูลพงษ ์ พงษ์วิทยภาน ุ มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ วทิยาเขตศรีราชา 

ผศ.ดร.ศักรธร บุญทวียุวฒัน ์ มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ วทิยาเขตศรีราชา 

ผศ.ดร.ธีวรา สุวรรณ มหาวิทยาลัยเชียงใหม่ 

ผศ.ดร.ปรีดา พิชยาพันธ์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม่ 

ผศ.ดร.สุริยะ ทองมุณี มหาวิทยาลัยเชียงใหม่ 

ผศ.ดร.อภิชิต คำภาหล้า มหาวิทยาลัยเทคโนโยลีราชมงคลอีสาน วิทยาเขตขอนแกน่ 

ผศ.ดร.ณัฐวฒุ ิ ธนศรีสถติย์ มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลา้พระนครเหนือ 

ผศ.ดร.สจัจรักษ ์ พรพีรเกียรติ มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลา้พระนครเหนือ 

ผศ.ดร.สุชญัญา โปษยะนันทน ์ มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลา้พระนครเหนือ 

ผศ.ดร.บญุชัย ผึ้งไผ่งาม มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลธัญบุรี 

ผศ.ดร.ชลัท ทิพากรเกียรต ิ มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลศรวีิชัย 

ผศ.ดร.ภาณุ พร้อมพุทธางกูร มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลศรวีิชัย 
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ผู้ทรงคุณวุฒิประเมินบทความ (ต่อ) 

ผศ.ดร.อรุณ ลูกจันทร ์ มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลศรวีิชัย 

ผศ.ดร.เกียรติสุดา สมนา มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลอีสาน 

ผศ.ดร.รัฐพล สมนา มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลอีสาน 

ผศ.ดร.วีรพนัธ์ุ เจียมมีปรีชา มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลอีสาน 

ผศ.ดร.พีร์นิธิ อักษร มหาวิทยาลัยขอนแก่น 

ผศ.ดร.กองกูณฑ์  โตชัยวฒัน ์ มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร ์

ผศ.ดร.ดนัย วันทนากร มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร ์

ผศ.ดร.วินัย รักสุนทร มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร ์

ผศ.ดร.รัฐภูมิ ปริชาตปรีชา มหาวิทยาลัยนเรศวร 

ผศ.ดร.เอมม่า อาสนจนิดา มหาวิทยาลัยบูรพา 

ผศ.ดร.ฐติิมา วงศ์อินตา มหาวิทยาลัยบูรพา 

ผศ.ดร.ธัญภัส เมืองปัน มหาวิทยาลัยบูรพา 

ผศ.ดร.ปิยะฉัตร ฉัตรตันใจ มหาวิทยาลัยบูรพา 

ผศ.ดร.วีรพร พงศต์ิณบุตร มหาวิทยาลัยบูรพา 

ผศ.ดร.สยาม ย้ิมศิร ิ มหาวิทยาลัยบูรพา 

ผศ.ดร.สทิธิภัสร ์ เอื้ออภิวัชร ์ มหาวิทยาลัยบูรพา 

ผศ.ดร.สุรเมศวร ์ พิริยะวฒัน ์ มหาวิทยาลัยบูรพา 

ผศ.ดร.ปรีดา ไชยมหาวัน มหาวิทยาลัยพะเยา 

ผศ.ดร.สมบูรณ์ เซี่ยงฉิน มหาวิทยาลัยพะเยา 

ผศ.ดร.ชัยชาญ โชติถนอม มหาวิทยาลัยมหาสารคาม  

ผศ.ดร.ศิวา แก้วปล่ัง มหาวิทยาลัยมหาสารคาม  

ผศ.ดร.รมณีย์ ทองดารา มหาวิทยาลัยมหิดล 

ผศ.ดร.วัจนันท ์ มัตติทานนท ์ มหาวิทยาลัยมหิดล 

ผศ.ดร.เวชสวรรค ์ หล้ากาศ มหาวิทยาลัยราชภัฏเชียงใหม่ 

ผศ.ดร.เสริมศกัดิ ์ อาษา มหาวิทยาลัยราชภัฏเชียงใหม่ 

ผศ.ดร.เสริมศกัดิ ์ พงษ์เมษา มหาวิทยาลัยราชภัฏเชียงใหม่ 

ผศ.ดร.นพคุณ ชูทัน มหาวิทยาลัยราชภัฏกำแพงเพชร  

ผศ.ดร.จรัล รัตนโชตินันท ์ มหาวิทยาลัยราชภัฏจนัทรเกษม 

ผศ.ดร.พิธาน ไพโรจน ์ มหาวิทยาลัยราชภัฏจนัทรเกษม 

ผศ.ดร.จิรวฒัน ์ วิมุตติสุขวิริยา มหาวิทยาลัยราชภัฏบุรีรัมย์ 

ผศ.ดร.เลิศชาย สถิตย์พนาวงศ ์ มหาวิทยาลัยราชภัฏพระนครศรีอยธุยา 
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ผู้ทรงคุณวุฒิประเมินบทความ (ต่อ) 

ผศ.ดร.ชีวินทร ์ ล้ิมศิร ิ มหาวิทยาลัยวงษ์ชวลิตกุล 

ผศ.ดร.สุดนิรนัดร์ เพชรัตน์ มหาวิทยาลัยศรีนครนิทรวโิรฒ 

ผศ.ดร.ไพจิตร ผาวัน มหาวิทยาลัยศรีปทุม 

ผศ.ดร.ชิษณุ อัมพรายน ์ มหาวิทยาลัยศรีปทุม 

ผศ.ดร.วรสิรา เลิศไพฑูรย์พันธ์ มหาวิทยาลัยศรีปทุม 

ผศ.ดร.ปรเมศวร ์ เหลือเทพ มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร ์

ผศ.ดร.ภาสกร ชัยวิริยะวงศ ์ มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร ์

ผศ.ดร.วิชัยรัตน ์ แก้วเจือ มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร ์

ผศ.ดร.สุธาทิพย ์ สินยัง มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร ์

ผศ.ดร.สุรางคนา ตรังคานนท ์ มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร ์

ผศ.ดร.เกรียงศักดิ ์ แก้วกุลชัย มหาวิทยาลัยอุบลราชธาน ี

ผศ.ดร.ทวีศกัดิ ์ วังไพศาล มหาวิทยาลัยอุบลราชธาน ี

พ.อ.ผศ.ดร.พงศ์พันธ์ุ จันทะคัต โรงเรียนนายร้อยพระจุลจอมเกล้า 

ผศ.ว่าที่ร้อยตรี ดร.ศุภชัย สินถาวร มหาวิทยาลัยศรีนครนิทรวโิรฒ 

ผศ.ธนัช สุขวิมลเสรี มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ์

ผศ.บรรพต กุลสวุรรณ มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์ วทิยาเขตกำแพงแสน 

ผศ.ธีระ ลาภิศชยางกูล มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลา้ธนบุรี 

ผศ.สยาม แกมขุนทด มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลา้พระนครเหนือ 
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ผศ.เกรียงไกร ตรีฤทธิวิทยา มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี 
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ผศ.เจนศกัดิ ์ คชนิล มหาวิทยาลัยราชภัฏอตุรดิตถ ์
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ธนิยพรรธน์ ศรีมนตริ
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1145 - 1151 
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ณัฐพร คันทะประดิษฐ์,  
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STR28-1 

การประเมินเสถียรภาพอิลาสติกคาที่มีความยาวส่วนโคง้แปรเปลี่ยนได้แบบปลายยดึแน่นโดยอาศัยแรงภายนอก: 
ผลเชิงทฤษฎีและการทดลอง 

Stability Evaluation of Clamped – Clamped Variable-Arc-Length Elastica using External 
Force: Theory and Experiment 

ฑีรยุทธ สมสุข1* และ บุญชัย ผึ้งไผ่งาม2 

1,2 ภาควิชาวิศวกรรมโยธา คณะวิศวกรรมศาสตร์ มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลธัญบุรี จ.ปทุมธานี 
*Corresponding author; Email address: teerayut_s@mail.rmutt.ac.th

Email address: boonchai.p@rmutt.ac.th 

บทคัดย่อ 

บทความนี้เป็นการน าเสนอการศึกษาเสถียรภาพของอิลาสติกคา
ภายใต้สนามของแรงโน้มถ่วงของโลก โดยอาศัยแรงในแนวราบกระท าที่
กึ่งกลางของอิลาสติกคา ปลายด้านหนึ่งเป็นแบบยึดแน่นในขณะที่ปลายอีก
ด้านหนึ่งของอิลาสติกคาสามารถเพิ่มความยาวได้ผ่านจุดรองรับแบบสลีฟ 
(sleeve support) ที่กึ่งกลางของอิลาสติกคา  มีแรงในแนวราบกระท าเพื่อ
ทดสอบเสถียรภาพของอิลาสติกคาโดยการสังเกตเครื่องหมายของ       
สติฟเนสของอิลาสติกคาต่อแรงในแนวราบ สมการอนุพันธ์ครอบคลุม
ปัญหาประกอบไปด้วย สมการสมดุลของชิ้นส่วนย่อยของอิลาสติกคา 
ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์และความโค้ง และความสัมพันธ์ทางด้าน
เรขาคณิตของอิลาสติกคา ผลเฉลยของปัญหาสามารถค านวณได้โดยใช้วิธี
ยิงเป้า โดยการอินทิเกรตสมการอนุพันธ์ครอบคลุมปัญหาโดยวิธีเชิงตัวเลข
แบบรุงเง-คุตตาให้สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตที่ก าหนด ผลที่ได้จากการ
ค านวณเชิงตัวเลขจะถูกน ามาเปรียบเทียบกับผลการทดลอง จากการศึกษา
พบว่าแรงโน้มถ่วงของโลกซึ่งอยู่ในรูปน้ าหนักของอิลาสติกคาสามารถท าให้
เกิดการสูญเสียเสถียรภาพได้เมื่อความยาวส่วนโค้งทั้งหมดเพิ่มขึ้นจนเกินค่า
วิกฤติ และจากการทดลองโดยใช้วัสดุแผ่นโพลีคาร์บอเนตที่มีความยืดหยุ่น
สูงให้ค่าสอดคล้องและเป็นไปตามผลการค านวณเชิงทฤษฎี 

ค าส าคัญ: อิลาสติกคา,  วิธียิงเป้า, เสถียรภาพ, แรงในแนวราบ 

Abstract 

This paper presents the study of the stability of an elastica 
under the gravitational field using the horizontal force at mid-
length of the elastica. One end of the elastica is initially fixed 
while the other end can increase the length through the 
sleeve support. At the mid-length of the elastica, there is a 
horizontal force served as a tool for investigating the stability 
of the elastica. The stability of the elastica can be observed 

from the signs of the stiffness of the elastica against the 
horizontal force. The governing differential equations consist of 
equilibrium equations of the elastica segment, moment-
curvature relationship, and geometric relations of the elastica. 
Solutions of the problem can be calculated by employing the 
shooting method. The governing differential equations are 
integrated numerically (i.e., Runge-Kutta method) to satisfy 
boundary conditions. The results from the computation would 
be compared to the experimental results. From the study, the 
gravitational field in terms of self-weight of the elastica causes 
the instability when the total arc-length is increased beyond 
a critical value. Moreover, the results from the experiment 
using the high flexibility specimens (i.e., polycarbonate sheets) 
exhibit the good agreement with those from the theoretical 
results. 

Keywords: Elastica, Shooting Method, Stability, Horizontal Force 

1. บทน า

การสูญเสียเสถียรภาพของอิลาสติกคาอันเนื่องมาจากแรงโน้มถ่วงของ
โลกในรูปแบบน้ าหนักบรรทุกของตัวเองเป็นปัญหาที่น่าสนใจปัญหาหนึ่ง
ของการศึกษาพฤติกรรมของอิลาสติกคา ซึ่งอาจพบปัญหาในลักษณะ
ดังกล่าวได้โดยทั่วไป อาทิเช่นในกรณีของเสายื่น (Cantilever column) 
ซึ่งพบว่าเมื่อท าการเพิ่มความยาวของเสาจนกระทั่งมากกว่าความยาววิกฤติ 
(หรือน้ าหนักบรรทุกวิกฤติ) แล้ว (เช่นเดียวกับกรณีเพิ่มน้ าหนักบรรทุก
ตัวเอง) เสาจะไม่สามารถรักษารูปร่างในแนวตั้งตรงได้อันเนื่องมาจาก
น้ าหนักบรรทุกของตัวเองท าให้เสาสูญเสียเสถียรภาพ ซึ่งงานวิจัยที่ศึกษา
ปัญหาในลักษณะดังกล่าวได้แก่ Duan และ Wang [1] ซึ่งได้ศึกษาหา
ค าตอบแบบแม่นตรงของน้ าหนักบรรทุกวิกฤติซึ่งจะท าให้เสาเกิดการ
สูญเสียเสถียรภาพ โดยมีจุดรองรับในรูปแบบต่างๆ และปัญหาที่คล้ายกัน
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แต่ลักษณะของเสาที่เป็นแบบปลายเรียว (Tapered column) ศึกษาโดย 
Wang [2] ซึ่งพบว่าเสถียรภาพของเสาปลายเรียวขึ้นอยู่กับสนามของแรง
โน้มถ่วงของโลก (น้ าหนักบรรทุกตัวเอง) และองศาความเรียวของเสา และ
ในกรณีที่วัสดุของเสายื่นที่มีความไร้เชิงเส้นที่มีความอ่อนตัว (softening 
behavior)เสถียรภาพของเสายื่นในกรณีดังกล่าวได้ศึกษาโดย Virgin และ
Plaut [3] นอกเหนือไปจากการศึกษาเสถียรภาพของเสายื่นภายใต้น้ าหนัก
บรรทุกตัวเองแล้ว มีงานวิจัยอื่นที่ศึกษาเสถียรภาพของอิลาสติ กคาใน
รูปแบบอื่นเช่น การศึกษาเสถียรภาพของอิลาสติกคาที่มีปลายยึดแน่น 
(fixed ends) ทั้งสองด้านเช่น Domokos และคณะ [4] กรณีอิลาสติกคา
ในสามมิติเสถียรภาพของอิลาสติกคาที่มีปลายยึดแน่นทั้งสองด้านสามารถ
สูญเสียเสถียรภาพในรูปแบบการบิดตัวออกนอกระนาบได้ (out - of 
plane buckling) คืองานวิจัยของ Phungpaingam และคณะ [5] 

การทดสอบเสถียรภาพของอิลาสติกคาสามารถกระท าได้โดยวิธีที่ใช้กัน
อย่างแพร่หลายคือ 1) สังเกตค่าสติฟเนส [5-7] 2) ตรวจสอบการแปรผัน
ของอันดับสองของฟังก์ชันพลังงานศักย์รวม  [8] และ 3) วิธีการทาง
พลศาสตร์โดยสังเกตค่าของความถี่ธรรมชาติ [3,9-10] ซึ่งในแต่ละวิธีการ
จะเหมาะสมกับลักษณะของปัญหาที่แตกต่างกันไป ซึ่งในงานวิจัยนี้ได้ใช้
วิธีการตรวจสอบค่าสติฟเนสของอิลาสติกคาต่อแรงกระท าในแนวราบเพื่อ
ศึกษาต าแหน่งวิกฤติที่ท าให้อิลาสติกคาเกิดการสูญเสียเสถียรภาพในแนวตั้ง
ตรง (Upright position) โดยการหาความสัมพันธ์ระหว่างแรงที่กระท าใน
แนวราบกับระยะเคลื่อนตัวในแนวราบ 

ในงานวิจัยนี้ได้ท าการสร้างสมการครอบคลุมปัญหาที่มีความไร้เชิงเส้น
จากสภาวะสมดุลของชิ้นส่วนย่อยอิลาสติกคา ความสัมพันธ์ระหว่าง
โมเมนต์ดัดและความโค้ง และความสัมพันธ์ของรูปร่างทางเรขาคณิตของ  
อิลาสติกคา ผลกระทบของแรงที่กึ่งกลางได้ถูกรวมเข้าไปโดยพิจารณาชิ้น
ส่วนย่อยของอิลาสติกคาที่กึ่งกลาง ซึ่งได้น าเสนอใน[11] หลังจากนั้นได้ใช้
วิธีการยิงเป้าเพื่อหาผลเฉลยเชิงตัวเลข ผลลัพธ์ของความสัมพันธ์ระหว่าง
แรงที่กึ่งกลางและระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบที่จุดกึ่ งกลาง สามารถ
ท านายพฤติกรรมของเสถียรภาพของอิลาสติกคาได้โดยการสังเกต
เครื่องหมายของเส้นโค้งความสัมพันธ์ของแรงกระท าในแนวราบและระยะ
เคลื่อนตัวในแนวราบ หากความชันของเส้นโค้ง (สติฟเนส)  มีค่าเป็นบวก
แสดงถึงการมีเสถียรภาพ ในขณะที่ความชันของเส้นโค้งที่เป็นลบหมายถึง
การสูญเสียเสถียรภาพ นอกเหนือไปจากการค านวณเชิงตัวเลขแล้วยังได้ท า
การทดลองเปรียบเทียบอย่างง่ายขึ้นมา โดยใช้แผ่นโพลีคาร์บอเนตซึ่งมี
ความยืดหยุ่นสูง เหมาะส าหรับการน ามาทดลองปัญหาที่เกี่ยวข้องกับ        
อิลาสติกคา ซึ่งจากผลเปรียบเทียบอย่างง่ายแสดงถึงความสอดคล้องกัน
เป็นอย่างดี 

2. ลักษณะของปัญหา

   ลักษณะของโครงสร้างที่ใช้ในการศึกษาในครั้งนี้จะมีลักษณะเป็นคาน
อย่างง่าย หน้าตัดสม่ าเสมอ ความยาวช่วงพาด (Span Length) คงที่ L  
โดยที่ปลายด้านหนึ่งของอิลาสติกคาเป็นแบบยึดแน่น (จุด A) ในขณะที่
ปลายอีกด้านหนึ่งวางอยู่บนจุดรองรับแบบ Sleeve (จุด B) แล้วให้แรงอัด
ในแนวแกนกระท าที่ปลายด้าน B ท าให้ความยาวของ  อิลาสติกคาเพิ่มขึ้น 
โดยก าหนดความยาวตั้งแต่ 1.0 ถึง 10.0 ที่น้ าหนักของอิลาสติกคาตั้งแต่ 

0.0 ถึง 2.5 ตามล าดับ และท าการทดสอบการมีเสถียรภาพของอิลาสติกคา
โดยการเพิ่มแรงในแนวราบที่กึ่งกลางคานของอิลาสติกคา ที่ค่าของน้ าหนัก 
W และความยาว s  ต่างๆ  

รูปที่ 1 อิลาสติกคาก่อนเสียรูป 

รูปที่ 2 อิลาสติกคาหลังเสียรูป 

รูปที่ 3 อิลาสติกคาขณะทดสอบเสถียรภาพ 

3. ระบบสมการและการค านวณอิลาสติกคา

3.1 อิลาสติกคาก่อนและขณะที่ถูกกระท าด้วยแรงในแนวราบ P

เพื่อทดสอบเสถียรภาพ 

จากการพิจารณาชิ้นส่วนย่อยของอิลาสติกคาภายใต้มีน้ าหนักบรรทุก
ตัวเองดังแสดงในรูปที่ 4 สามารถเขียนสมการสมดุลได้ดังนี้ 

0 ;  ; 
dN dV dM dx dy

W V N
ds ds ds ds ds

     (1a-c) 
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รูปที่ 4 ผังอิสระของชิ้นส่วนย่อยของอิลาสติกคา 

โดยที่ค่า N ,V  และ M  คือ ค่าแรงในแนวราบ,ค่าแรงในแนวดิ่ง 
และโมเมนต์ดัด ตามล าดับ ds  คือความยาวส่วนโค้งของชิ้นส่วนย่อยของ  
อิลาสติกคา  ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดและความโค้ง (Moment – 
Curvature Relationship) สามารถแสดงได ้ดังสมการที่ 2 
d M

ds EI


  (2) 

และความสัมพันธ์ทางเรขาคณิตสามารถเขียนได้ดังนี้ 

cos ;
dx dy

sin
ds ds

                  (3a-b) 

x  และ y  คือระยะตามแนวราบและระยะตามแนวดิ่งที่วัดจาก
จุดอ้างอิง A

ส าหรับการศึกษาในครั้งนี้ค่าต่าง ๆ ที่ใช้ในการค านวณ จะท าการแปลง
ให้เป็นแบบไร้มิติ  เพื่อความสะดวกในการค านวณและเปรียบเทียบผล  
ค่าที่ท าการแปลงให้เป็นแบบไร้มิติแสดงดังนี้ 

; ;
x y s

x y s
L L L

    (4a-c) 
2 2 2 3 
; ; ; ;

NL VL ML PL WL
N V M P W

EI EI EI EI EI
       (5a-e) 

จากสมการที่ (1 – 3) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบไร้หน่วยได้ดังนี้ 

0 ; ;  cos
dN dV dM

W V Nsin
ds ds ds

                 (6a-c)

d
M

ds


  (7) 

;
dx dy

cos sin
ds ds

                  (8a-b) 

เงื่อนไขขอบเขตที่ปลายทั้งสองด้านของอิลาสติกคาแสดงได้ดังนี้  ที่ 0s   

     0   0; 0   0; 0 0x y     (9a-c) 
ที่ ts s   

     1;   0; 0t t tx s y s s    (10a-c) 

จากการพิจารณาอิลาสติกคาในสภาพแบบมีน้ าหนักตัวเองและมีแรง

กระท าในแนวราบ โดยก าหนดระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ 0 0.5h    

เพื่อค านวณหาแรงในแนวราบ P  ในรูปที่ 5 สามารถเขียนสมการสมดุล 
ณ ต าแหน่งที่มีแรงในแนวราบกระท าได้ดังนี้ 

0N N N P         (11) 

N P            (12) 

รูปที่ 5 ผังอิสระของชิ้นส่วนย่อยของอิลาสติกคาที่ถูกกระท า 

โดยแรงในแนวราบ P  

ซึ่งในกรณีนี้มคีวามไม่ต่อเนื่องของแรงในแนวราบ N  ที่ต าแหน่ง
2

ts

จึงไม่สามารถท าการอินทิเกรตแบบต่อเนื่องจาก 0s    ถึง ts s ได้

จ าเป็นต้องแบ่งช่วงของการอินทิเกรตเป็น 2 ช่วงได้แก่  0
2

tss 

และ
2

t
t

s
s s      โดยในช่วง

2

t
t

s
s s    มีแรงในแนวราบเกิดการ

เปลี่ยนแปลงตามสมการที่  13 

2

tsN N P


 

  
 

      (13) 

ดังนั้นเมื่อท าการอินทิเกรตมาถึงต าแหน่ง 
2

ts แรงที่ต าแหน่ง  
2

ts


จะมีค่าเป็นไปตามสมการต่อไปนี้ 

2 2

t ts s
N N P

 
   

    
   

     (14) 

2 2

t ts s
V V

 
   

   
   

     (15) 

2 2

t ts s
M M

 
   

   
   

     (16) 

2 2

t ts s
x x

 
   

   
   

     (17) 

2 2

t ts s
y y

 
   

   
   

     (18) 

2 2

t ts s
 

 
   

   
   

  (19) 

ซึ่งค่าดังกล่าวจะเป็นค่าเริ่มต้นของการอินทิเกรตจาก
2

tss   ไป

จนถึง ts s  เพื่อให้สอดคล้องกับเงื่อนไขของปัญหา  คือ 

( ) 1; ( ) 0; ( ) 0; 0.5
2

t
t t t

s
x s y s s x h

 
     

 
  (20a-d) 
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เนื่องจากมีการใส่แรงจากภายนอก P  เข้าไปในระบบจึงท าให้ตัวแปร

ที่ไม่ทราบค่าเพิ่มขึ้น 2 ตัวแปรคือ P  และ h แต่ในปัญหานี้ จะท าการ

ก าหนดให้ h  เป็นตัวแปรอิสระ ดังนั้นหากค่า ts  และ h   เป็นตัวแปรที่

ก าหนดให้จะมีตัวแปรที่ไม่ทราบค่าทั้งหมด 4 ตัวแปร คือ , ,M V N   และ 

P  ซึ่งสอดคล้องกับ 4 เงื่อนไขในสมการที่ (20) 

โดยที่ 
x   = ระยะเคลื่อนตัวในแนวราบ 
y   = ระยะเคลื่อนตัวในแนวด่ิง 

ts  = ความยาวส่วนโค้งทั้งหมด 
s   = ความยาวส่วนโค้ง 

L   = ความยาวช่วงของอิลาสติกคา 

V   = แรงในแนวดิ่ง 

N   = แรงในแนวราบ 

M   = โมเมนต์ดัด 
EI  = ความแข็งแกร่งต่อการดัด 

P  = แรงในแนวราบที่กึ่งกลางอิลาสติกคา 

h  = ระยะที่เคลื่อนที่ในแนวราบที่ต าแหน่งกึ่งกลางอิลาสติกคา 

2

ts


 
 
 

=  ความยาวส่วนโค้งที่มากกว่า 
2

ts เพียงเล็กน้อย 

2

ts


 
 
 

=  ความยาวส่วนโค้งที่น้อยกว่า 
2

ts เพียงเล็กน้อย 

3.2 กระบวนการค านวณ 

จากระบบสมการอนุพันธ์อันดับที่ 1 ของปัญหาค่าขอบเขต (6) - (8) 
ซึ่งเป็นปัญหาแบบ Two - Point Boundary Values Problem แก้ปัญหา

โดยการก าหนดค่า ts  และ W แล้วสมมุติค่าเริ่มต้น M V N และ P  
เพื่ อ ใช้ เป็ น ค่ า เริ่ ม ต้ น ใน ก ระบ วน การค าน วณ ด้ วย วิ ธี  Shooting 
Optimization ร่วมกับการอินทิเกรตเชิงตัวเลขแบบ Runge-Kutta โดยมี

เป้าหมายเพื่อหาค่าตัวแปรตามที่ต้องการ ได้แก่ M V N และ P ในที่นี้
ใช้เงื่อนไขดังระบุในสมการที่ 21 

( ) ( ) 1 ( ) 0.5
2

t
t t t

s
Min s s y s h x 

 
        

 
 (21) 

หากมีการตรวจสอบพบว่าค่าของฟังก์ชันทางขวาของสมการที่ 21 ยังมี
ค่ามากกว่าความคลาดเคลื่อนที่ยอมให้คือ 910  จะเกิดการค านวณซ้ า
จนกระทั่งได้ค าตอบที่สอดคล้องกับเงื่อนไขดังกล่าว 

4. การทดสอบตัวอย่าง

   ท าการทดสอบตัวอย่างด้วยแบบจ าลองคานอย่างง่าย ตามรูปที่ 3 
หน้าตัดสม่ าเสมอ ความยาวช่วงพาด(Span Length) คงที่ L  โดยที่ปลาย
ด้านหนึ่งของอิลาสติกคาเป็นแบบยึดแน่น(จุด A) ในขณะที่ปลายอีกด้าน
หนึ่งวางอยู่บนจุดรองรับแบบ sleeve (จุด B) แล้วให้แรงอัดในแนวแกน
กระท าที่ปลายด้าน B ท าให้ความยาวของอิลาสติกคาเพิ่มขึ้น โดยก าหนด

ความยาวตั้งแต่ 1.0 – 3.0 m ที่น้ าหนักของอิลาสติกคาแตกต่างกัน 2 ค่า  
ซึ่งแปรผันตามความกว้างของชิ้นตัวอย่าง 25 , 50 mm ตามล าดับ  และท า
การทดสอบการมีเสถียรภาพของอิลาสติกคาโดยการเพิ่มแรงในแนวราบที่
กึ่งกลางคานของอิลาสติกคา ที่ค่าของน้ าหนัก W และความยาว s ต่าง ๆ 

4.1 เครื่องมือและอุปกรณ์ 

1. แผ่นโพลีคาร์บอเนต ที่มีขนาดแตกต่างกัน 2 ขนาด และ
คุณสมบัติอื่นๆ ดังรายละเอียด 

ขนาด (mm) I (cm4) E (kg/cm2) W (kg/cm) 
2 x 25 x 3000 0.001667  21588.186 0.0006 
2 x 50 x 3000 0.003333 21588.186 0.0012 

2. โต๊ะส าหรับการจับยึดอุปกรณ์ทดสอบ
3. ไม้บรรทัดเหล็ก
4. เครื่องชั่งแบบแขวน ค่าความละเอียด 10 กรัม
5. กล้องถ่ายรูปพร้อมขาตั้ง
6. เครื่องคอมพิวเตอร์
7. กระดาษกราฟ
8. ตลับเมตร

4.2 วิธีการทดลองขณะท าการทดสอบเสถียรภาพ 

1. จับยึดแผ่นโพลีคาร์บอเนตกับชุดอุปกรณ์ส าหรับทดสอบโดยมี
ความยาวช่วงพาด(Span Length) คงที่ 0.669L   m ( 5.00W  )
และ 0.766L   m ( 7.50W  ) โดยก าหนดค่า 5.00,7.50W 

แล้วค านวณค่า L  จากสมการ 5e โดยท าการยึดปลายด้านหนึ่งของแผ่น 
โพลีคาร์บอเนตกับหัวแบบยึดแน่น(จุด A) ในขณะที่ปลายอีกด้านหนึ่งวาง
อยู่บนจุดรองรับแบบ sleeve (จุด B) ให้แรงอัดในแนวแกนกระท าที่ปลาย
ด้าน B ท าให้ความยาวของอิลาสติกคาเพิ่มขึ้น 

2. แปรผันขนาดแผ่นโพลีคาร์บอเนตที่ ขนาด 2 x 25 x 3000 mm
และ 2 x 50 x 3000 mm  ตามล าดับ 

3. ที่แต่ละขนาดของแผ่นโพลีคาร์บอเนตให้แรงกระท าที่กึ่งกลางของ
ความยาว ท าการทดสอบโดยจับยึดกับเครื่องชั่งแบบแขวนแล้วดึงให้แรงใน

แนวราบ ก าหนดระยะการเคลื่ อนที่ ในแนวราบที่ ระยะ h = 0-0.5
แล้วอ่านค่าแรงทีเ่ครื่องชั่ง  

4. ท าในขั้นตอนที่ 1 – 3 อีกครั้งโดยท าการเปลี่ยนแปลงขนาดของ
แผ่นโพลีคาร์บอเนต 

5. จดบันทึกค่าความยาวส่วนโค้ง และแรงที่กระท า
6. น าค่าตัวแปรต่างๆ ที่ได้จากการทดลองไปสรุปผลและเปรียบเทียบ

กับผลที่ได้จากการค านวณเชิงตัวเลข 
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รูปที่ 6 ชุดอุปกรณ์ส าหรับการทดลองเพื่อทดสอบเสถียรภาพ 

5. ผลเชิงทฤษฎีและการทดลอง

5.1 ผลการค านวณความยาวส่วนโค้งทั้งหมดที่ยังท าให้มเีสถียรภาพ 

ในการทดสอบเสถียรภาพของอิลาสติกคาภายใต้สนามของแรงโน้มถ่วง
ของโลก  อิลาสติกคาจะถูกบังคับความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ( ts )ให้มี
ค่าคงที่  และท าการทดสอบเสถียรภาพโดยอาศัยแรงกระท าในแนวราบที่

กึ่งกลาง P   

ตารางที่ 1 ความสัมพันธ์ระหว่างน้ าหนักของอิลาสติกคา ( W ) กับ
ความยาวส่วนโค้งทั้งหมดที่เริ่มสูญเสียเสถียรภาพ ( ( )t cris )

W ( )t cris

0.50 6.10 
1.00 5.20 
2.00 4.40 
2.50 4.20 
5.00 3.49 
7.50 3.18 

ตารางที่ 1 แสดงความยาวส่วนโค้งวิกฤติที่น้ าหนักของอิลาสติกคา W
แปรผันตั้งแต่ 0.5 ถึง 7.5 ซึ่งจะเห็นได้ว่าเมื่อน้ าหนักบรรทุกเพิ่มมากขึ้น 
ความยาวส่วนโค้งที่ท าให้อิลาสติกคาเริ่มไร้ เสถียรภาพจะยิ่ งลดลง         
อันเนื่องมาจากผลของแรงโน้มถ่วงที่เพิ่มมากขึ้นนั่นเอง 

จากข้อมูลตามตารางที่ 1 ที่ W = 5.00 และ 7.50 น าผลที่ได้ไปใช้
เป็นค่าเริ่มต้นส าหรับการทดลองอย่างง่าย ทั้งนี้เพราะจากคุณสมบัติของ
วัสดุที่เลือกใช้เป็นแผ่นโพลีคาร์บอเนต การเลือกใช้ W  ในช่วงดังกล่าวมี
ความสะดวกและเหมาะสมในการวัดและการอ่านค่าระยะการเคลื่อนที่ใน

แนวราบ ( h ) และแรงในแนวราบ ( P ) การทดสอบเสถียรภาพของ       
อิลาสติกคาท าได้โดยการสังเกตเครื่องหมายของสติฟเนสที่ต้านการเคลื่อนที่

ในแนวราบภายใต้แรงกระท า P หากมีค่ าเป็นบวกแสดงถึ งการมี
เสถียรภาพ แต่หากเป็นลบแสดงว่าไร้เสถียรภาพ ซึ่งแสดงให้เห็นดังรูปที่ 7 

เมื่อ W = 5.00 และ ts = 3.50 โดยรูปร่างของอิลาสติกคาที่ตั้งตรงมีความ
ไร้เสถียรภาพ ดังนั้นอิลาสติกคาจึงไม่สามารถตั้งตรงได้เช่นเดียวกับรูปที่ 6 
อิลาสติกคาจะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปร่างเพื่อหาจุดสมดุลที่มีเสถียรภาพ
ใหม่ที่ระยะ h = 37.4810 cm ซึ่งในกรณีนี้แสดงได้ในรูปที่ 8 ที่ 9 และใน
ท านองเดียวกันในรูปที่  10 ถึง 12 ซึ่ง W = 7.50 และ ts = 3.20 ซึ่ง
รูปร่างในแนวตั้งตรงของอิลาสติกคา มีความไร้เสถียรภาพ แต่จะมีจุดสมดุล
ที่มีเสถียรภาพใหม่คือที่ระยะ h = 54.3979 cm 

รูปที่ 7 ความสัมพันธ์ระหว่าง h  กับ P

ที่ W = 5.00, ts = 3.50 
y

x รูป
ที่ 8 รูปร่างการเสียรูปจากการค านวณ 

ที่ W = 5.00, ts = 3.50 , 0,0.56h  ( 0,37.4810h cm ) 

รูปที่ 9 รูปร่างการเสียรูปจากการทดลอง 

ที่ W = 5.00, ts = 3.50, 0.56h   ( 37.4810h cm ) 

37.4810, 6.4591x10-5

( )P kg

( )h cm
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รูปที่ 10 ความสัมพนัธ์ระหว่าง h  กับ P

ที่ W = 7.50, ts = 3.20 

x

y

รูปที่ 11 รูปร่างการเสียรูปจากการค านวณ 

ที่ W = 7.50, ts = 3.20 , 0,0.71h  ( 0,54.3979h cm ) 

รูปที่ 12 รูปร่างการเสียรูปจากการทดลอง 

ที่ W = 7.50, ts = 3.20 , 0.71h  ( 54.3979h cm ) 

เพื่อแสดงให้เห็นความสอดคล้องของผลในเชิงทฤษฎีและผลในเชิง   
การทดลอง จะแสดงผลการเปรียบเทียบแรงในแนวราบที่ W = 5.00 และ 
7.50 ที่ ts  ต่าง ๆ กัน ดังแสดงในหัวข้อ 5.2 

5.2 ผลเชิงทฤษฎีและการทดลองจ าแนกรายกรณี 

จากความสัมพันธ์ระหว่างน้ าหนักของอิลาสติกคา (W ) และความยาว
ส่วนโค้งวิกฤติ ( ( )t cris ) แสดงในตารางที่ 1 น าผลการค านวณที่น้ าหนัก

ของอิลาสติกคา ( W ) เท่ ากับ  5.00 และ 7.50 ไปท าการทดสอบ
เสถียรภาพด้วยการทดลอง เพื่อเปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลข
กับผลจากการทดลองโดยท าการทดสอบกับอิลาสติกคาที่มีความกว้าง 
2 ขนาด คือ 2.50 cm และ 5.00 cm ผลเป็นดังนี้  

ตารางที่  2 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง 
กับอิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm , W = 5.00 ที่ ts = 2.0  

h

(ไร้หน่วย) 
h (cm) 

(มีหน่วย) 
P

(ไร้หน่วย) 
P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 6.693 11.34 0.0911 0.09 
0.2 13.386 24.73 0.1987 0.22 
0.3 20.079 44.88 0.3605 0.49 
0.39 26.103 83.44 0.6702 NA 

รูปที่ 13 ความสัมพนัธ์ระหว่าง h  กับ P

ที่อิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm W = 5.00 ที่ ts = 2.0 

54.3979, 0.00023 

( )P kg

( )h cm

( )h cm

( )P kg

ค านวณ 
ทดลอง 
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ตารางที่  3 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง   
กับอิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm , W = 5.00 ที่ ts = 2.5  

h

(ไรห้น่วย) 
h (cm) 

(มีหน่วย) 
P

(ไร้หน่วย) 
P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 6.693 2.93 0.0235 NA 
0.2 13.386 6.12 0.0491 0.05 
0.3 20.079 9.93 0.0797 0.09 
0.4 26.772 14.96 0.1201 0.15 
0.5 33.466 22.54 0.1810 0.23 

รูปที่ 14 ความสัมพนัธ์ระหว่าง  h  กับ P

ที่อิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm W = 5.00 ที่ ts = 2.5 

ตารางที่  4 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง 
กับอิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm , W = 5.00 ที่ ts = 2.0  

h

(ไร้หน่วย) 
h (cm) 

(มีหน่วย) 
P

(ไร้หน่วย) 
P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 6.693 11.34 0.1821 0.22 
0.2 13.386 24.73 0.3973 0.51 
0.3 20.079 44.88 0.7210 0.99 
0.39 26.103 83.44 1.3404 1.60 

รูปที่ 15 ความสัมพนัธ์ระหว่าง h   กับ P

ที่อิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm W = 5.00 ที่ ts = 2.0 

ตารางที่  5 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง   
กับอิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm ,W = 5.00 ที่ ts = 2.5  

h

(ไร้หน่วย) 
h (cm) 

(มีหน่วย) 
P

(ไร้หน่วย) 
P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 6.693 2.93 0.0470 0.05 
0.2 13.386 6.12 0.0983 0.11 
0.3 20.079 9.93 0.1594 0.17 
0.4 26.772 14.96 0.2403 0.28 
0.5 33.460 22.54 0.3620 0.48 

รูปที่ 16 ความสัมพนัธ์ระหว่าง  h  กับ P

ที่อิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm W = 5.00 ที่ ts = 2.5 

จากผลในตารางที่ 2 และรูปที่ 13 ความสัมพันธ์ระหว่าง h กับ P  
พบว่า ที่ b = 2.50 cm, W = 5.00 ที่ ts = 2.0 ที่ระยะการเคลื่อนที่ใน

แนวราบ h = 0 - 0.2 ผลการค านวณเชิงตัวเลขและผลเชิงทดลองให้

ค่า P ใกล้เคียงกัน โดยที่เมื่อ h  เพิ่มขึ้นค่า P  มีแนวโน้มเพิ่มขึ้นเช่นกัน 
การทดลองให้ผลไปในแนวทางเดียวกัน แต่ในบางกรณีไม่สามารถหาค่า P  
ได้เนื่องจากเกิดการยึดร้ังที่จุดรองรับ  

เมื่อความยาวส่วนโค้งทั้งหมดเพิ่มขึ้นเป็น ts = 2.5 (ตารางที่ 3 และ

รูปที่ 14) พบว่าที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบที่มีค่าน้อย ( h = 0.1) 
ผลการทดลองไม่สามารถอ่านค่า P ได้ เนื่องจากข้อจ ากัดของเครื่องมือวัด
ที่ไม่สามารถอ่านค่าแรงที่ค่าแรงน้อยมากได้ เมื่อเปรียบเทียบผลการค านวณ
เชิงตัวเลขกับผลเชิงการทดลองจะมีความสอดคล้องกัน 

จากผลตารางที่ 4-5 และรูปที่ 15-16 ความสัมพันธ์ระหว่าง h กับ P  
พบว่า ที่  b = 5.00 cm ,W = 5.00 ที่ ts = 2.0 และ ts = 2.5 ผลเชิง
ทดลองให้ค่า P เป็น 2 เท่า ของแผ่นที่มีความกว้าง b = 2.50 cm ที่ระยะ

การเคลื่อนที่ในแนวราบ h = 0.1 ผลเชิงการทดลองสามารถอ่านค่า P ได้ 
0.05 kg โดยแผ่นที่มีความกว้าง b = 2.50 cm นั้น อ่านค่าไม่ได้ ซึ่งเป็น
การยืนยันได้ว่าผลการค านวณเชิงตัวเลขมีความสอดคล้องกันกับผลการ
ทดลอง 

( )P kg

( )P kg

( )P kg

( )h cm ( )h cm

( )h cm

ค านวณ 
ค านวณ 

ค านวณ 

ทดลอง 

ทดลอง 

ทดลอง 
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ตารางที่  6 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง 
กับอิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm , W = 7.50 ที่ ts = 2.0  

h

(ไร้หน่วย) 
h (cm) 

(มีหน่วย) 
P

(ไร้หน่วย) 
P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 7.662 10.70 0.0656 0.07 
0.2 15.323 23.37 0.1432 0.15 
0.3 22.985 42.55 0.2608 0.35 
0.39 29.881 79.56 0.4877 NA 

รูปที่ 17 ความสัมพนัธ์ระหว่าง  h  กับ P

ที่อิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm W = 7.50 ที่ ts = 2.0 

ตารางที่  7 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง   
กับอิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm , W = 7.50 ที่ ts = 2.5  

h

(ไร้หน่วย) 
h (cm) 

(มีหน่วย) 
P

(ไร้หน่วย) 
P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 7.662 2.44 0.0149 NA 
0.2 15.323 5.10 0.0313 NA 
0.3 22.985 8.31 0.0509 0.06 
0.4 30.647 12.59 0.0772 0.08 
0.5 38.308 19.11 0.1172 0.13 

รูปที่ 18 ความสัมพนัธ์ระหว่าง h    กับ P

ทีอ่ิลาสติกคา ขนาด 2.50 cm W = 7.50 ที่ ts = 2.5 

ตารางที่  8 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง 
กับอิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm , W = 7.50 ที่ ts = 2.0  

h

(ไร้หน่วย) 
h (cm) 

(มีหน่วย) 
P

(ไร้หน่วย) 
P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 7.662 11.34 0.1390 0.16 
0.2 15.323 24.73 0.3032 0.48 
0.3 22.985 44.88 0.5502 0.64 
0.39 29.881 83.44 1.0229 NA 

รูปที่ 19 ความสัมพนัธ์ระหว่าง h   กับ P

ที่อิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm W = 7.50 ที่ ts = 2.0 

ตารางที่  9 เปรียบเทียบผลจากการค านวณเชิงตัวเลขกับการทดลอง 
กับอิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm , W = 7.50 ที่ ts = 2.5  

h

(ไร้หน่วย) 
h (cm) 

(มีหน่วย) 
P

(ไร้หน่วย) 
P (kg) 

ค านวณ ทดลอง 
0 0 0 0 0 

0.1 7.662 2.93 0.0359 NA 
0.2 15.323 6.12 0.0750 0.09 
0.3 22.985 9.93 0.1217 0.13 
0.4 30.647 14.96 0.1833 0.19 
0.5 38.308 22.54 0.2763 0.31 

รูปที่ 20 ความสัมพนัธ์ระหว่าง  h    กับ P

ที่อิลาสติกคา ขนาด 5.00 cm W = 7.50 ที่ ts = 2.5 

( )P kg ( )P kg

( )P kg

( )P kg

( )h cm

( )h cm

( )h cm

( )h cm

ค านวณ 

ค านวณ 

ค านวณ 

ค านวณ 

ทดลอง 

ทดลอง 

ทดลอง 

ทดลอง 
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จากผลในตารางที่ 6 และรูปที่ 17 ความสัมพันธ์ระหว่าง h  กับ P  
พบว่า ที่ b  = 2.50 cm, W = 7.50 ที่ ts = 2.0 ที่ระยะการเคลื่อนที่ใน

แนวราบ h = 0 - 0.2 แสดงให้เห็นถึงผลการค านวณเชิงตัวเลขและผลเชิง

ทดลองให้ค่าแรง P  ใกล้เคียงกัน โดยที่เมื่อ h เพิ่มขึ้น P จะเพิ่มขึ้น
เช่นกัน โดยในบางกรณีการทดลองไม่สามารถวัดค่าแรงดึงได้เนื่องจาก    
เกิดการยึดร้ังที่จุดรองรับ 

เมื่อความยาวส่วนโค้งทั้งหมดเพิ่มขึ้นเป็น ts = 2.5 (ตารางที่ 7 และ

รูปที่ 18) พบว่าที่ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบที่มีค่าน้อย h  = 0 - 0.2 
ผลการทดลองไม่สามารถอ่านค่า P ได้ เนื่องจากข้อจ ากัดของเครื่องมือวัด
ที่ไม่สามารถอ่านค่าแรงที่ค่าแรงน้อยมากได้ เมื่อเปรียบเทียบผลการค านวณ
เชิงตัวเลขกับผลเชิงการทดลองจะมีค่าใกล้เคียงกันที่ระยะการเคลื่อนที่ใน

แนวราบ h   = 0.3 - 0.5  
จากผลตารางที่ 8-9 และรูปที่ 19-20 ความสัมพันธ์ระหว่าง h กับ P  

พบว่า ที่ b = 5.00 cm , W = 7.50 ที่ ts = 2.0 และ ts = 2.5 ผลเชิง
ทดลองให้ P เป็น 2 เท่า ของแผ่นที่มีความกว้าง b  = 2.50 cm  ที่ระยะ

การเคลื่อนที่ในแนวราบ h = 0.2 ผลเชิงการทดลองสามารถอ่านค่า P ได้ 
0.09 kg โดยแผ่นที่มีความกว้าง b  = 2.50 cm นั้น อ่านค่าไม่ได้เนื่องจาก
ค่าน้อยมาก 

จากที่กล่าวมาข้างต้นแสดงให้เห็นว่า ผลการค านวณเชิงทฤษฎี
และผลการทดลองในภาพรวมสามารถแสดงให้เห็นถึงความสอดคล้องกัน
เป็นอย่างดีซึ่งแสดงให้เห็นถึงความน่าเชื่อถือของแบบจ าลองดังกล่าว 

6. บทสรุป

การศึกษาพฤติกรรมการมีเสถียรภาพของอิลาสติกคาภายใต้แรงอัดใน
แนวแกน  สนามของแรงโน้มถ่วงของโลก และการให้แรงในแนวราบกระท า
ที่กึ่งกลางของอิลาสติกคา เพื่อทดสอบความมีเสถียรภาพ ผลเฉลยของ
ปัญหาสามารถค านวณได้โดยใช้วิธียิงเป้าร่วมกับการอินทิเกรตเชิงตัวเลข
แบบรุงเง-คุตตา ผลที่ได้จากการค านวณเชิงตัวเลขจะถูกน ามาเปรียบเทียบ
กับผลการทดลอง เสถียรภาพของอิลาสติกคาประเมินได้โดยการสังเกต
เครื่องหมายของเส้นความสัมพันธ์ระหว่าง h และ P  ความชันที่เป็น
บวกสอดคล้องกับค่าสติฟเนสที่เป็นบวกซึ่งหมายถึงการมีเสถียรภาพ ในทาง
กลับกันหากมีค่าเป็นลบจะแสดงถึงความไร้เสถียรภาพ ความยาวส่วนโค้ง
ของอิลาสติกคาที่ท าให้อิลาสติกคาในสภาพตั้งตรงเกิดความไร้เสถียรภาพ 
(ความยาวส่วนโค้งวิกฤติ) จะถูกสังเกตจากเครื่องหมายของความสัมพันธ์นี้ 
ซึ่งพบว่าเมื่อน้ าหนักของอิลาสติกคาเพิ่มมากขึ้น ค่าความยาวส่วนโค้งวิกฤติ
จะมีค่าลดลง ซึ่งสอดคล้องกับผลการทดลองเป็นอย่างดี  นอกจากนั้น     
การค านวณยังแสดงถึงรูปร่างใหม่ที่มีความสมดุลในแบบที่มีเสถียรภาพซึ่ง
ได้ท าการเปรียบเทียบกับการทดลองซึ่งให้ผลที่สอดคล้องเช่นเดียวกัน 
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